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PREFAŢĂ 


Cartea de faţă abordează sistematic un gen aparie de probleme — cele 
în care se solicită determinarea valorilor de exirem pentru diferite mărimi 
fizice, şi este gindită ca o lucrare complementară manualelor pentru licee. 

Conexiunea dintre fizică, matematică, tehnică şi economie își găseşte o 
ilustrare pie în cadrul unor astfel de probleme. | 

Lucrarea de faţă integrează monografic probleme de mazim și de minim 
în fizică la nivelul liceului pentru toate clasele. 


Abordarea rezolvării acestui gen de probleme se poate face cu un instru- 
ment matematic nu numaidecii de nivelul ultimelor clase de liceu. Înir-ade- 
văr, după studiul identităţilor şi inegalităților algebrice precum şi a ecuatiei 
de gradul al doilea, elevii pot rezolva probleme de maxim și minim specifice 
capitolelor de fizică învăţate. După studiul trigonomelriei, posibilităţile 
de rezolvare a acestor probleme cresc și mai mult. Se înţelege că după 
studiul derivatelor elevii au deja la dispoziţie instrumentul matematic de 
determinare a extremelor unei funcții, în general. 


În conținutul acestei lucrări sînt abordate nu numai probleme pro- 
priu-zise de extrem, dar şi probleme de extrem condiționat (de limită) 
aflate în contingenţă cu programa de matematică prin utilizarea de exemplu 
a identității algebrice a lui Lagrange sau a inegalității algebrice a lui 
Cauchy-Buniakovski. O parte din problemele de limită în fizică aflate în 
această carte sint condiţionate și de restricţii de ordin pur fizic (tempera- 
tură limită, pierdere mazimă admisă de tensiune electrică etc. ). 

Conţinutul problemelor prezentate este de ordin fizic, cartea nefiind 
concepută doar în scopul folosirii unui anumit aparat matematic. 

Legătura cu practica a constituit principalul criteriu de formulare a 
enunțurilor problemelor şi de rezolvare a acestora. 


Toate problemele prezentate în această carte au rezolvările date în între- 
gime. Rezolvările s-au făcut pe cît posibil literal şi numai după aceea s-au 
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introdus valorile numerice. Aceasta pentru că rezolvarea literală permite 
cu ușurință discuția, comentarea, interpretarea și generalizarea rezultatelor 
ca principale căi de stimulare a creativităţii şi inventipității rezolvitorilor. 

n discutarea rezultatelor rezolvării unor probleme din această carte, 
nu puține sînt cazurile cînd am lăsat direct sau indirect în seama cititorului 
aprofundarea unor aspecte şi sensuri legate de interpretarea şi aplicarea 
practică a răspunsurilor dale. Aceasta, pentru că în majoritatea cazurilor 
rezultatul soluționării unei probleme de fizică constituie și trebuie să con- 
stituie baza de plecare pentru enunţul altor probleme, fapt ce se poate 
obține prin discuţia şi generalizarea soluţiilor, prin comentarea sensului 
fizic al rezultatelor obținute. 

Comentind şi discutind soluțiile şi rezultatele soluționării problemelor 
de fizică, rezolvitorul este condus către investigația științifică, către cerce- 
tare, înlăturînd tendința spre conformism și stereotipie. 

Evident, unele soluții propuse în rezolvarea problemelor din această 
carte nu sînt unicele și poate nici cele mai simple. Recomandăm cititorilor 
să încerce -a mai găsi și altele. 

La realizarea lucrării, s-a încercat ca materialul să fie adaptat actualei 
programe şcolare din licee. 

Cartea cuprinde şi unele probleme ce depăşesc însă cadrul acestei pro- 
grame. În aceste cazuri au fost date explicaţiile suplimentare necesare. 
Lucrarea se adresează cu. precădere tineretului din licee, dar ea poate 
fi folosită şi de studenţii din primii ani de facultate, de profesori, de unele 
categorii de ingineri și tehnicieni şi, în general, de toţi cei care sînt interesaţi 
în probleme de fizică legate de profilul acestei cărți. 

Observațiile şi sugestiile cititorilor le vom întimpina cu multă recu- 
noștință, ele urmînd a ajuta la îmbunătățirea eventualelor ediții viitoare. 


AUTORUL 


Capitolul 1 
PROBLEME DE MECANICĂ 


1.1. Un observator se deplasează rectiliniu şi uniform cu viteza v 
pe un teren orizontal. În deplasarea sa observatorul trece pe lingă 
i Ale a cărui coroană este delimitată faţă de sol de cotele a şi b 
(fig. 1.1). 

Să se determine timpul, socotit din momentul trecerii observatorului 
pe lingă arbore, pentru care ochiul acestuia aflat la cota k faţă de 
sol (h < a), vede coroana arborelui sub 
unghiul ọ de valoare maximă. Discuţie. SN și 


REZOLVARE 


În condiţiile date prin enunţul problemei 
(a < b, h< a), presupunem că după timpul t 


L 


à î N 
observatorul parcurge distanța AB (fig. 1.4). | £ Si 
Avem: | Sa ci p V 
AB = DC = vt. (1) d pt Ne 
Notăm BCE = a şi avem: | na 
FD A h A 2 
tigla -+ 9) = — = Z a o) AMA / 
DC ut Š Fig. 1.1. 
Dar: 
tge + tgo 
tg(a. + p) = 
CI- tgatgg “a 
DE a —-h 
t g = ą— == . 4 A 
E DC vi (4) 


Înlocuind (2) şi (4) în (3) şi explicitind ọ, se obţine: 


b— a 
p = arc tg ———, te (l, œ) (5) 
jg Eh (b — h) 


vl 


Din (5) se observă că e = f(t) prezintă un maxim în intervalul pe (3. o) 


atunci cînd numitorul expresiei (5) este minim. Acest lucru are loc atunci cînd: 


aQ- h b-h, 
ul 


vl = 


=>Vu= AP. (6) 


DISCUȚIE 


1) Este uşor de observat că pentru t dat de (6), avem: 


DN DC __ ]fa—h 
Ere = DT Vo 
DE a — h 
go a Do b— h 
Deci: 
N N 
EFC = DCE. (7) 


Rezultatul (7) ne conduce la concluzia că maximul unghiului sub care se vede 
coroana EF a arborelui este condiţionat de asemănarea triunghiurilor dreptunghice 
EDC şi FDC. 

2) Interesant este cazul unei particularizări a problemei şi anume atunci cînd 
coroana arborelui este observată de la nivelul solului (A = 0). 

În acest caz relaţia (6) devine: 


piei EA. (8) 
v 


În acest caz se menţine concluzia de la punctul precedent în plus AB = ab, 
adică distanța la care observatorul vede coroana arborelui sub unghiul maxim 
reprezintă media geometrică a cotelor coroanei față de sol. 

3) Problema a fost soluționată potrivit condiției din enunț: h< a < b. 

Lăsăm în seama cititorului studiul cazurilor fizic posibile: a< h< b şi 
a<b<h. 


1.2. Un mobil parcurge într-o mişcare rectilinie şi uniformă un 
anumit spaţiu dat, cu viteza constantă v. Se cere să se arate că frag- 
mentind spaţiul dat într-un număr oarecare n de intervale egale, 
parcurse fiecare din ele cu o altă viteză, astfel încit media aritmetică 
a valorilor vitezelor să fie v, timpul necesar parcurgerii spaţiului dat 
este mai mare decit în cazul cînd el este parcurs în întregime cu viteza v. 


REZOLVARE 


Fie S$ spaţiul dat pe care-l fragmentăm în n spaţii egale si(i = 1, 2, ..., n). 
Avem: | 


(4) 


Cele n spaţii potrivit enunţului problemei, sînt parcurse cu viteze diferite 
v;|i = 1, 2, ..., n) asticl că: 


v= vi (2) 


SI aia ea | (8) 
Y 


Timpul în care se parcurge același spațiu fragmentat, este: 
n. n. ; S n 4 
ro a SA. 6) 
i=1 i= i Poli 
Făäcînd raportul între T şi £, obținem: 
g T n n 4 
e= (Su) |); 6) 
t ți i=i v 


Pentru a determina în final raportul de mărime între T şi t, utilizăm cunoscuta 
inegalitate a lui Cauchy-Buniakovski: 


EARR): 


dacă a; şi bi = 1, 2,...,n) sînt numere reale. 
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Cum u(i = 1, 2,..., n) sint exprimabile prin numere reale, în inegalitatea de 
mai sus putem face substituţiile: 


— a 4 
i 


În aceste condiții inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski devine: 


n n 4 
ES ie 
i=1 i=l Vi 

Deci (5), devine: 

m > ra T>t (6) 

Evident, T nin = 6 atunci cînd v; = v(i = 4, 9,...,n)- 

Concluzia ce se desprinde din conținutul acestei probleme este că deşi valoarea 
medie aritmetică a vitezelor de parcurgere este egală cu viteza dată v, totuşi mersul 
uniform cu această viteză conduce la durata minimă. Rezultă deci importanța 
ritmicităţii oricărei activităţi. 


1.3. Două autovehicule A, şi A, pornesc simultan din același 
punct M şi se deplasează pe aceeaşi direcţie şi în acelaşi sens cu 
vitezele constante v, şi v2(0, < Və), descriind un drum rectiliniu (D). 

După cit timp de la pornire unghiul œ sub care se văd autovehiculele 


dintr-un punct P situat la depărtarea PM = d de dreapta (D) este 
maxim? 


REZOLVARE 


Notăm MO = d, depărtarea punctului M față de piciorul perpendi- 

| p” cularei duse din P pe (D) şi cu k = 
= PO lungimea acestei perpendiculare 
(tig. 1.3). 

După timpul t de la pornire, 
distanțele parcurse de cele două auto- 
vehicule în mişcare uniformă şi rec- 
tilinie, vor fi: 


Fig. 1.3, MA, == Vl < MA, = Vot, Vi < Va. (4) 
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Din figura 1.3 rezultă æ = B — y, astfel că: 


gB- tey | 
tg d = ———————. ' i (2) 
1+tgBigy 
Din triunghiul POA, avem: 
OA OM + MA, d +- vt E 
teb =- = A. (3) 
PO PO h 


OA, OM ~- MA, d, -+ wt 


= = 4) 
ig y To. 25 pi ( 
Înlocuind (3) şi (4) în (2), se obţine: 
tg gg == h(va gigi v.) 
2. 2 
2ta F Vaz + alu, + v) 
Dar: 
R 4 d? = PM? = di, 
gi deci: 
tase a a (5) 


d2 
y E Vai + dilo, + va) 


Din (5) se observă că tg a şi deci « este maxim atunci cînd numitorul mem- 
brului doi al acestei expresii are valoarea minimă. Deoarece: 


d? 
— ş Vot => v, vd? = const., 
t 


rezultă că minimul valorii numitorului respectiv are loc atunci cînd: 


d? | d 
t i V va 


1,4. Două localităţi A şi B sint legate printr-o şosea dreaptă de 
lungime Z. Din localitatea: A pornesc simultan spre localitatea B două 
autovehicule. Unul dintre autovehicule se mișcă uniform cu viteza v; 
celălalt se mişcă uniform accelerat, cu viteza iniţială nulă, pînă la. 
jumătatea distanţei dintre A şi B, iar de aici continuă să se mişte 
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uniform încetinit cu aceeași acceleraţie (în valoare absolută) pe care a 
avut-o pe prima jumătate de drum. 


Autovehiculele ajung simultan in localitatea B. 
Să se determine în ce moment și în ce poziţie distanța dintre cele 
două autovehicule este maximă. 


Care este valoarea acestei distanţe maxime? 
Aplicaţie numerică: 1 = 40 km şi v = 40 km/h. 


REZOLVARE 


Autovehiculul ce se mișcă uniform 
între A și B (fig. 1.4) parcurge distanța 


Fig. 1.4. AB =l în timpul dat de relaţia: 
| AB U 
tAB = — = —. (1) 
v Y 
Al doilea autovehicul parcurgind distanțele AB = BC = =, conform enun- 


ului problemei rezultă că timpii de parcurgere a celor două jumătăți de drum 
sînt egali: 


tac = ICB. 


Distanța dintre vehicule este; 


p 


amea m 


DE = z = AE — AD = vt — ~ aè. (2) 
2 
Înlocuind valoarea accelerației a = i (2), rezultă: 


hu? 2v? 
z = t — . — °? = vi — — ?. (3) 


1 

2 l 
Din (3) se observă că z va avea valoarea maximă atunci cînd trinomul de gradul 

doi în t va avea valoarea maximă. 


Acest lucru are loc atunci cînd: 


li + t3 n v l (4) 


în care î şi ta sint rădăcinile trinomului respectiv. 
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Poziţia celor două autovehicule este dată de: 


AE = vt = —, 5 
- 6) 


l 
=. (6) 


Evident că înlocuind (4) în (3) sau făcînd diferența AE — AD, se obține: 


l 
Tnar == 3 e (7) 


Numeric se obține: t = 45 min; AE = 10 km, AD = 5km şi Tmax = 5 km. 


1.5. O țintă fixă trebuie atinsă cu un proiectil. | 
inta se află la distanţa d pe orizontală şi la înălțimea nd, (n > 0) 
faţă de punctul de tragere al proiectilului. Neglijind rezistenţa aerului, 
să se determine viteza inițială minimă ce 
trebuie imprimată proiectilului astfel incit 
acesta să atingă ținta. 


REZOLVARE 


Ecuatia traiectoriei proiectilului în sistemul 
de referință zOy (fig. 1.5), este: 


omă 
= zt îi atleti -N 4 
á R 2u2 cos2 a (2) 
Dar: 
z=d; y= nd. (2) 


Înlocuind (2) în (1) şi explicitînd v, se obține: 


pă let oaia e Dune eta ae fo, £]- (3) 
2 (tga — n) cos? a ya 


Pentru determinarea extremelor funcției v, = f(a) explicitată prin (3), avem: 


da =a (tg a — n)? costa (2) 
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Exprimînd în (4) toate funcţiile trigonometrice prin tg « se obține: 


A(v0) _ gë (1 + tg? a) (tg? « — 2n tg a — 1), (5) 
da 2 {tg a — n)? 
ua d( vê) ; i 
Punînd condiția a S 0, se obțin ecuaţiile: 
tg? a -+ 1=0 (6) 
tg? a — 2n tga — 1 = 0. (7) 
Este evident că numai ecuația (7) conduce la soluții practice. Avem: 
tg an =n V/n2 Fi. (8) 


Deoarece « e o, 3) numai soluția tg a, satisface problema: 


igo =n 4V ti. (9) 
2 
Este uşor de observat din (5) că pentru tg œ < tg a, rezultă de) < 0, iar 
pentru tg a > tg a, rezultă —— alri vo) > 0. 


Deci pentru tg « = tg a dir ekia Yo = f(x) prezintă un minim a cărui valoare 
rezultă înlocuind (9) în (3): 


ap stă La pă, Atl tya Ti) 


Yomin 


= gd(n +V FIL 


2 'tpau —n 2 Yn Fi 
vomin = V galan +V F1). (10) 


1.6. De pe un plan orizontal se aruncă oblic un corp. greu (fig. 1.6) 
cu o anumită viteză inițială. Cunoscînd A şi B, să se determine unghiul 
faţă de orizontală sub care trebuie aruncat corpul, astfel încît traiectoria 
acestuia să întilnească dreapta (A) în 
minimum de timp. 


REZOLVARE 


Problema are soluţie pentru « e [o, J 


x şi respectiva + fi € [0, x], prin « notîndu-se 
unghiul de aruncare fäță de orizontală a 
corpului. 


14. 


Ecuațiile parametrice ale traiectoriei parabolice (C) a corpului în sistemul de 
referință zOy, sînt: | 
£ = Ut = Vot COS a, (1) 


y = vyt — Ser = vt sin a — z gt. (2) 


Ecuația dreptei i în acelaşi sistem scrisă prin tăieturi, este: 


= 0 = h — z tgB. 3 
PTET re 3 ETAN => y z tg B (3) 
Înlocuind (1) în (3) şi i rezultatul cu (2), se obţine ecuaţia: 
gt? — „290% sin (a + B) + 2h = 0. (4) 
o5 B 


Dacă discriminantul ecuației de gradul doi în ż (4), este pozitiv, rezultă că 
vom avea două întretăieri ale dreptei (A) cu parabola (C). 
Deci pentru: 
va sin? (a + B) ' (= B 227) 
ie ARI zah a > arc sin | Vaze | — B, 
rezultă doi timpi: t < h. 
Prima întîlnire are loc după timpul: 


PRE | [osie E | Brie Bi ag 5) 
g cos B cos? B 


care rezultă din rezolvarea ecuației (4). 
Studiind extremele funcției : = j explicitată prin (5), avem: 


sin (a + B) 


en cos (a + B) SE? 
da PER a COS ră V v2 sin? (a -+ B) 
aa og 
cos? B 
din care: 
cos [a + B) = 0> a += aa e (6) 


Este uşor de verificat că: 
dt 

— pentru « < = — = — < 0; 
: L EFi 


— pentru E E, 
2 da 


şi deci pentru « dat de (6), funcţia t = f(a) are un minim, 
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Se observă din (6) şi (5) că acest minim există, dacă se îndeplineşte condiţia: 


va > V 2gk- cos B. (7) 


1.7. Un corp este lansat în aer cu o viteză iniţială v, sub un 
unghi a cu orizontala de la baza unui plan înclinat cu un unghi $ faţă 
de orizontală. 

1) Considerînd a variabil, să se determine acea valoare a acestui 
unghi pentru care bătaia corpului de-a lungul planului înclinat este 
maximă precum şi această valoare maximă a bătăii. 

2) Considerind f variabil şi a constant, să se arate că bătaia minimă 
a corpului de-a lungul planului înclinat este condiţionată de relația: 


tg B tg(e— p) = >. 


În ambele cazuri se neglijează rezis- 
tența aerului. 


REZOLVARE 


În ambele cazuri problema este posibilă 
x (fig. 1.7), îndeplinind restricția: 


T 
Fig. 1.7 Sp aa 
1) Ecuația traiectoriei corpului în sistemul de referinţă z0Oy este: 
ga? 
= tE a — Á —; ~ e 1 
A ‘g 203 cos? a (1) 
Considerind M(z, y), se observă că y = < tg B, şi deci: 
gz 
x tg B = z tg a — —>~, 
EP i 2v2 COS? a 
din care: 
xı = 0 — soluţie banală şi corespunde punctului de lansare; 
_ 200 „095% . sin (a — Ph. 2 
Lo = —— COS B ( B , t ) 


Bătaia corpului de-a lungul planului înclinat este: 


* sin (a — f). (3) 


Pentru determinarea extremelor funcției s = f(a) avem: 


ds _ 2v0 ; 
d zosp Cam p] 
Făcină $$ = 0, se obține a* = (= + e) , (4) 
da 2 (2 


Deoarece pentru a < a*, = > 0, iar pentru a > af, = < 0, rezultă că 
x (e 
pentru a = a*, funcţia s = î(a) are un maxim ce se obţine înlocuind (4) în (3): 
2 
P EAEE E E EER (5) 
max g(t +sinß) 


2) Pornind de la (3) determinăm extremele funcției s = f(A) 


| 
ge = Pose See (e Pta tg p tg (e — B) — 11 6) 


Punînd condiţia za = 0, se obţine: 
cos (a — B) = 0=f=a— 2 (7) 


e (8) 


tg P tg («a — p) = 


w | 


Condiţia (7) nu poate fi luată în considerare deoarece contrazice restricția de 


ordin fizic 0 < B< a < z 


- 


Condiţia (8) care constituie rezultatul problemei conduce la un minim al func- 


tiei s= f(B), deoarece pentru tgB tg {e — B) < a i iar pentru 
1 ds 
e da aul cbr ia dă 


Observaţie. Cititorul poate încerca rezolvarea aceleiaşi probleme considerind 
corpul lansat din vîrful planului înclinat spre baza acestuia. 
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2 — Probleme de limită şi extrem în fizică 


1.8. Un automobil ale cărui roţi au raza R se deplasează fără alune- 
care pe un drum orizontal cu viteza v. Să se determine poziţia punc- 
tului de pe anvelopa roții de pe care, la viteza dată, noroiul va fi 
aruncat la cea mai mare înălţime. Care este valoarea acestei înălţimi? 
Se neglijează rezistenţa aerului. 


REZOLVARE 


Presupunem că după timpul t, unghiul de 
rotaţie față de momentul începerii mișcării auto- 
mobilului al unui punct A (x, y) de pe anvelopă 
(fig. 1.8), este: 


e 


N 
AO'B = a = =i. (1) 


J 


Presupunem că la t=0, e=0, z=0şi 
y = 0. Evident, noroiul poate fi aruncat de pe 
| anvelopă cînd « e [0, z]. 
Ordonata punctului A considerat, în sistemul de referinţă zOy este: 


y = R(1 — cos «) = Rfi — cos = r) . (2) 


Traiectoria unei particule de noroi va fi o Paraonis a cărei înălțime maximă 
faţă de terenul drept Oz, este: 


(a) 
d 
h= y +`. (3) 
2g 
Din (2) rezultă: 
E AEREE A E i (4) 
di R 
Înlocuina (2) şi (4) în (3), se obţine: 
2 
h = R(1 — cos a) + = sin? a. (5) 
8 


Poziţia punctului de pe anvelopa roții de pe care, la poziţia dată, noroiul va 
fi aruncat la cea mai mare înălțime fiind definită de «, vom determina extremele 
funcţiei k = f(«) explicitată prin (5). 


Din condiţia a = 0, se obține unghiul pentru care înălţimea k este maximă: 
x 


a = arc cos o E ` (6) 


Problema. are deci soluție (noroiul este aruncat de. pe anvelopă după o traiec- 
torie în formă de parabolă) atunci cînd: 


vw > Rg. (7) 
Înlocuind (6) în (5), se obţine: 
apa au Re 
mar = RHE TE. e) 


1.9. Se dă un mecanism. bielă manivelă avind elementele geome- 
trice ca în figura 1.9, a. Să se determine poziţia sistemului bielă-manivelă 
pentru care piciorul B al bielei are viteza maximă, în ipoteza că mani- 
vela se roteşte. uniform cu viteza unghiulară w.. Care este valoarea. aces- 


tei viteze maxime? Se precizează că e £. 


Fig. 1.9, Q 


REZOLVARE 

În figura 1.9, a prin B, şi B, s-au notat punctele moarte superior şi inferior 
ale piciorului bielei (pistonului). 

Mişcarea piciorului bielei B este o mişcare alternativă de du-te-vino. Para- 


metrul care determină poziția sistemului bielă manivelă este unghiul 6 = ct. Legea 
mişcării punctului B este dată de variaţia cursei acestui punct într-un ciclu cinematic. 


Notînd cu æ valoarea instantanee a cursei punctului B, din figura 1.9,a rezultă: 
z = BB = OB, — ÒB = r + l — {r cos 0 + lcos e) = 
= {4 — cos 0) -+ l(t — cos ọ). (1) 
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Expresia (1) dă legea de mişcare a punctului B. Pentru a exprima x în funcţie 
numai de parametrul 0, vom exprima unghiul e în funcţie de unghiul 6. Aplicind 
teorema sinusurilor în triunghiul ABO, avem: | 


r : P 
CERERI a = Sin o = — sin 0 
sinp sin l 
sau: 
COS p = y: — $ sin? 6. (2) 


Ştiind că pentru un A mic, putem face aproximaţia V/1 — ìà %1 — = A 


şi ţinînd seama că în cazul problemei (> = 5) : Z sin? o< = = 0,04, putem 


exprima cos ọ =1 — Z sin? 6. 
În aceste condiţii, legea mișcării punctului B capătă forma: 
z = r(1 — cos 0) + — sin? 6, (3) 
sau: 


z = r(1 — cos ot) + Z sin? ot. 


Viteza punctului B este: 


dz : 7 
Vp=— = ra [sin ot + — sin 2ut 
B d í di 2] 
sau: 
Up = ra [sin di sin 20). (4) 
Pentru a găsi extremele funcţiei vp = f(0) respectiv vp = f(t), avem: 
dv p 
B_ ra? (cos ot -+ — cos2uti = 0. (5) 
dt d 
Deoarece rw? £0, rezultă: 
cos 0 + — cos 20 = 0. (6) 
Ținind seama că ra = şi că cos 20 = 2 cos? 0 — 1, avem: 


2cos? 0 + 5cos 0—1 = 0, (7) 
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din care rezultă o singură soluţie posibilă şi anume cos 0 = 0,18615 pentru care 
avem: 
0, œ 79°16 + 360° ° k (k = 0, 1, 2, 3,...,n) 
0, ~ 280044” + 360° ° k (k= 0, 1, 2, 3,...,n). 
Pentru a stabili natura extremului dat de 0, şi respectiv 0, avem: 


dp : E y i Fa 
= > =ru’ (sin ot + 2 y sin 20) = =r? (sino +2 sin 20): (3) 
2 
Se observă uşor din (8) că pentru 0, = wo, = 79°16” + 360%, k z <0 


şi deci pentru această valoare Un este maximă. 


Fig. 1.9, b 


Prin urmare punctul B, de pe dreapta OB, (fig. 1.9, b) ce corespunde punctului 


N 
A, pentru care A,0A, = 0 = 79°46" reprezintă poziția piciorului bielei cu viteză 
maximă. A 
dz B 


Pentru 0, = 280944 + 360° ° k = ota rezultă din (8) FTE > 0. 


Dar pentru 0 > x (al doilea semiciciu cinematic), rezultă din (4) o valoare 
negativă pentru vp. Deci pentru 0, rezultă că avem un minim al valorii negative a 


vitezei v B 


În fond este vorba tot de un maxim al modulului acestei viteze egal cu cel dat 
de 0,, sensul fiind schimbat. Punctul A, (fig. 1.9, b) ce corespunde unghiului 6, 
este simetric cu A, față de OB,- 
Deci ambele poziții atit A, cît şi A, ale articulației bielei cu manivela corespund 
aceleiași poziții ale piciorului manivelei B, pentru care |vp | = max. 
Înlocuind 6, şi respectiv 0, în (4), se obţine: 
| 2p max | 22 1;02ro = 1,02 va, (9) 


în care v, = rw = const. reprezintă viteza liniară a articulaţici A dintre bielă şi 
manivelă. 
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1.10. Pe un bloc rigid este așezat un corp cu masa m, prins printr-un 
fir orizontal, trecut peste un scripete ideal de un alt corp cu masa m, 
care atinge faţa laterală a blocului. Coeficienţii de frecare la alunecare 
sint respectiv u, şi ua (fig. 1.10). 

Cu ce acceleraţie. orizontală minimă trebuie împins blocul pentru 
ca me: 1) să nu cadă, 2) să înceapă să urce. 


REZOLVARE 


1) Dacă corpul de masă m, lăsat liber în 
poziţie de repaus a blocului, cade, rezultă că: 
M5 > F 1 = ME, 

adică: 
Ma > pm. (1) 
Considerind ansamblul m, + m, (scripetele 
ideal schimbă convenabil doar direcţia forței), 
acesta stă în repaus atunci cînd: 


Fig. 1.10; 


umg + yoma + ma > mg, (2) 
din care: 
mi = Hmi. 
M, + Lm 
Deci: 
amin = g ma ui (3) 
m, +- uM 


Se verifică astfel că este posibil ca m, să cadă dacă se îndeplinește (1). 
2) Acceleraţia minimă de la care corpul m, începe să urce, rezultă din condiţia: 


m;a > pmg “+ mag + pama, (4) 
din care: 
a > g M F phm, 
Mı — HaMg 
Deci: 
- um 
amin =E mtam (5) 
Mı — Home 


Se observă cu ușurință din (5), că urcarea este posibilă, dacă m, > ama. 
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1.11. Se dă o bară orizontală omogenă de lungime l cu masa pe 
unitatea de lungime m, simplu rezemată la cele două capete. De la 
capetele A și B ale barei pornesc simultan unul către celălalt două 
mobile. Primul mobil are masa m, și se deplasează uniform accelerat cu 
acceleraţia a pornind din repaus, iar al doilea mobil are masa m, şi se 
deplasează uniform ou viteza v. În ce moment reacţiunea din capătul A 
al barei este maximă și care este valoarea ei în acest caz? 


REZOLVARE | ? 


Forţele care acţionează asupra barei (fig. 1.11) 
sînt: greutatea proprie mlg şi greutăţile celor două Eog | 
mobile m, g şi respectiv m, g. w Y mI mp R 

Presupunem că situația deplasării celor două pe Pg 7 
mobile la un moment dat este aşa cum se prezintă Fig. 1.11. 
în figura 1.41. 

Pentru a găsi valoarea reacţiunii R ,, se scrie ecuaţia de momente faţă de rea- 
zemul B la echilibru: 


2 Et eat 
Ra *1= ma = + mg BD + mgBE. 


Dar: 
35 = 1- 4D=1-— Sat 
BE = vw, 
Deci: 
Ra = E| — at + mai tim +m )]. (4) 


Maximul valorii reacţiunii RA are loc atunci cînd trinomul de gradul doi în £ 
din membrul drept al relaţiei (1) are valoarea maximă. 


Pentru aceasta, este necesar ca: 


= > (i T ta) = ae , (2) 
2 ma 


în care 4 şi t sînt rădăcinile trinomului. 
Înlocuind (2) în (1), se obţine: 


2 a 
Pia eiipiugnle £ (ri q mio )- (3) 


mal 
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1.12. Să se determine viteza maximă cu care se poate deplasa un 
convoi de vehicule astfel încît numărul de vehicule ce trec în unitatea 
de timp printr-un punct oarecare al drumului să fie maxim în urmă- 
toarele condiţii: 

1) toate vehiculele au aceeași lungime d; 

2) se presupune că orice frinare se execută instantaneu prin bloca- 
rea roţilor; se neglijează timpul de reacție al conducătorului vehiculului; 

8) între vehicule trebuie păstrată o distanţă de siguranţă l necesară 
prevenirii unui accident ce s-ar putea produce dacă mașina din faţă 
ar frina dintr-un motiv oarecare; această distanţă se consideră propor- 
țională cu spaţiul de frînare s ce rezultă din blocarea instantanee a 
roţilor maşinii respective l = k» s în care k este un coeficient determi- 
nat experimental de valoare pozitivă şi subunitară k € [0, 1]; 

4) coeficientul de frecare dintre roţile mașinii cînd sînt frinate 
brusc şi suprafaţa drumului este p. 

Aplicaţie numerică: d=4 m; ga 10 mjs2;, k= 0,2 şi u=0,6 
(cauciuc pe asfalt curat). 


REZOLVARE 


Numărul de vehicule z avind viteza v ce trec în unitatea de timp printr-un 
punct oarecare al drumului este egal cu numărul de segmente d + 7 ce trec prin 
punctul considerat. i 

Utilizînd aşa-numita metodă a mișcării inverse (maşinile stau pe loc, iar punctul 
considerat se mişcă cu viteza v de sens contrar) se poate afirma că debitul x de 
vehicule este egal cu spațiul s, alcătuit din segmente de lungime d + 7 parcurs de 
punctul considerat; mișcarea fiind uniformă se. poate scrie pentru acest punct: 


S, = 1t, (1) 
în care: 
Ss = zld +1); t=—(s,. (2) 
Deci: 
z(d + l) =v, (3) 
din care: 
U ; 
z == EN (vehicule/s). (4) 


Spaţiul de siguranţă se determină aplicînd teorema energiei cinetice pentru 
un vehicul de greutate G ce se mişcă cu viteza v atunci cînd este frinat: 
2 
gis PE A piesă il a (5) 
2 g 2ug 
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Deci: 


2 
l= kanna AU2, (6) 
2ug 
în care A este o constantă de valoare 1 = =. 
gg 
Înlocuind (6) în (4), se obține debitul de maşini sub forma: 
Av? + d 
sau: 
z= i (8) 
AU + d 
aa v 


Din (8) rezultă că z = f(v) are un maxim cînd numitorul expresiei este minim. 


Deoarece Av- 2 = Ad = const, rezultă că acest numitor este minim atunci cînd: 


v 
w = Ê sau Vie. (9) 
v À k 


Înlocuind (9) în (8) se obține: 


ELE, (10) 


1 
maz 2j/ad 2kd 


Înlocuind valorile numerice în (9) şi (10) se obține: 
v = 15,5 m/s = 55,8 km/h şi Tnax = 1,94 vehicule/s = 7 000 vehicule/h. 


1.13. În faţa unui autocamion ce se deplasează pe o şosea rectilinie, 
apărînd un obstacol, conducătorul auto îrinează brusc, iar autocamionul 
se mişcă uniform încetinit pînă la oprire. 

Știind că în autocamion se găseşte o ladă prismatică cu înălțime A 
şi cu suprafaţa de bază în formă de pătrat, să se determine latura minimă 
a pătratului, astfel încît lada să nu se răstoarne la frinarea autocamio- 
nului. Se precizează că lada este omogenă în conţinut şi este împiedicată 
să alunece, iar coeficientul de frecare la alunecare a roţilor autocamionu- 
lui cu şoseaua este p. 
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REZOLVARE 


=} 
Asupra lăzii acționează forța de inerție F; pe direcție orizontală şi greutatea 
=} 
proprie G pe direcție verticală (fig. 1.13). Dacă dreapta suport a rezultantei R= 


-> -> 

= Fi + G intersectează suprafața bazei, lada 

nu se răstoarnă. În caz contrar ea se răstoarnă. 
Deci condiția ca lada să nu se răstoarne este: 


a Sa. (1) 
Dar: 
7 > F; ma a 
a = — = — 2 
Fig. 1.13. ga G mg g i 2) 


în care cu m s-a notat masa lăzii iar cu a — acceleraţia în mişcarea uniform 
încetinită a camionului (deci şi a lăzii). 
De asemenea: 


l 
t = — ; 3 
ga 7 (3) 


în care cu Z s-a notat latura pătratului de bază a lăzii. 
Aplicînd Legea a Il-a a lui Newton în cazul frinării autocamionului, avem: 


F = Ma, 


în care Fp este forţa de frecare, iar M — masa camionului, (inclusiv a lăzii). 
Deci: 


Mg = Ma sau a= yug. (4) 
Înlocuind (4) în (2) se obţine: 
tga = p. (5) 


Deci inegalitatea (1). se mai poate scrie şi sub forma: 


<> sau l> yh. (6) 


Prin urmare, lmin = uh. 
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1.14. Un fir cu plumb este menţinut vertical într-un vagon 'care 
se mișcă pe un drum orizontal cu acceleraţia constantă a, iar apoi i se 
dă brusc drumul. Să se determine unghiul de deviere maximă a firului 
cu plumb în condiţiile experienţei făcute și să se compare acest rezultat 
cu valoarea unghiului permanent de deviere a firului cu plumb față 
de verticală în același vagon. Discuţie. 


REZOLVARE 


Unghiul de deviere maximă față de verti- 
cală a firului cu plumb rezultă din egalitatea 
lucrului mecanic al forţei de inerție F; = m.a 
ce acţionează asupra sa şi energia potențială -a 
firului cu plumb în acest caz (fig. 1.14). 

Lucrul mecanic al forţei de inerție este: 


L = Fix = mal sin max (1) 


Wy = may = mgl(1 — COS max). (2) 


Egalînd (1) cu (2), rezultă: 
a Sin dmax = E(1 — COS aanax), 


sau: 
. x x . 
2a sin -2E cos —— = 2g sin? cma , 
din care: 
$o max a a 
te T = E ama = 2 are tg 2- (3) 


În cazul deviației permanente a firului cu plumb în același vagon, asupra acestui 
— 


-> -> 
fir acţionează forța de inerție F; = ma şi greutatea proprie G= mg care prin com- 
=} 
punere (fig. 4.14) dau tensiunea mecanică în fir 7. Evident avem: 
@y = arc ua = arc tg aA (4) 
G g 
Comparînd (3) cu (4), se obține: 


max = 22g. (5) 
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DISCUŢIE 
Este de remarcat faptul că aa aparține unei mișcări oscilatorii a firului cu 


plumb de regim tranzitoriu în jurul dreptei de înclinare a, care se amortizează trep- 
tat pînă cînd firul cu plumb rămîne în poziţia definită de a. Dacă vagonul se 
mișcă uniform (a = 0) unghiul de deviere a firului cu plumb este nul şi deci firul va 
sta în poziţie verticală. 


1.15. Un plan înclinat avind unghiul de înclinare variabil « € o, zj, 


are proiecția orizontală a liniei de cea mai mare pantă d = const. 
Din virful planului se dă drumul unui corp aflat inițial în repaus. 

1) Neglijind frecarea de alunecare a corpului pe plan, să se determine 
unghiul « pentru care timpul în care corpul parcurge planul după linia 
de cea mai mare pantă este minim. 

2) Să se compare timpul de cădere în gol a corpului căruia i se dă 
drumul din vîrful planului, cu timpul minim obținut la punctul 1. 
Unghiul de înclinare a planului față de orizontală este cel pentru care 
s-a obținut timpul minim de la punctul 1). 

3) Să se studieze problemele de la punctul 1) şi 2) pentru cazul 
cînd frecarea de alunecare a corpului pe plan nu se poate neglija, coefi- 
cientul de frecare fiind p. 

În toate situaţiile se eg oază frecarea cu aerul. 


REZOLVARE 


1) Timpul de parcurgere a distanţei AB = si, (fig. 1.15), este: 
COS œ 


2 AB 2d 
= r= 2 = |: cos (1) 
% 


Neglijînd frecarea (u = 0), acceleraţia a în. 
mișcarea corpului pe plan rezultă din: 


G, = mg sin œ = m > a =g sina. (2) 


Înlocuind (2) în (1), se obţine: 


d 
Fig. 1.15. ea |- sin 2a (3) 
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Din (3) se observă că timpul este minim atunci cînd sin 2a = 1 deci cind a = n/A. 


Astfel, timpul minim este: 
| d 
tmin = 2 g ăi (4) 


2) Timpul de cădere în gol a corpului din vîrful planului pe orizontală pentru 


i 2 BC | 2d tg « = | d 
| 8 & 4 & (5) 
Comparind (4) cu (5), rezultă că tmin = V 2% şi deci t < tmin- 


3) Luind în considerare {frecarea pe plan înclinat, timpul de parcurgere a planului 
este dat tot de relația (1) în care accelerația corpului pe plan rezultă din: 


ma = G, — Ff = mg (sin « — u cos a) > a = g (sina — p cos a), 
sau: 


sin (x — ọ) 
cos 9 


(6) 


în care ọ = arc tg p (ọ este unghiul de frecare al corpului pe plan). 
Înlocuind (6) în (1), se obține: 


în | 2d cos e i 0) 
~ Vesin (a — p) cos « 

Evident problema este posibilă cind tg « > p, adică a > ọ. 

Luind în considerare faptul că: 


2 sin (x — ọ) cos a = sin (2 — e) — sin pọ, 


expresia timpului dată de (7), devine: 
E d cos ep n 
mi l-a (2x — e) — sin ș] (8) 
Din (8), se observă că timpul este minim cînd: 
sin (2a — p) =1 a= ZHE. (9) 


În acest caz avem: 


d coso _ d(1 + sin pọ) _ d i, 
ma = 2 | St =2 | g COS e = atu (10) 
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Pentru a dat de (9), timpul de cădere în gol a corpului pe verticala din vîrful 
planului este: 


, 2d = 9 aaa + sin 9) V= SETAE 
p—s amme t -— e ea —— 50 a Er — 8, e 44 
f y? ak 3 y g COS ọ z (HVA +p) (11) 


Comparînăd (10) cu (11) se constată că raportul dintre tmin și 2 este acelaşi ca şi 
în cazul precedent, adică tmin = y 2” şi deci t’ < tmin» 


1.16. Pe două planuri înclinate avind același unghi de înclinare « 
față de orizontală şi care se intersectează (fig. 1.16), se lasă libere simul- 
tan din punctele A şi B două corpuri de dimensiuni neglijabile care 
alunecă spre intersecția planurilor. 

Cunoscind că unghiul de frecare la alunecarea corpurilor pe cele 


două planuri este de aceeaşi valoare ọ şi că OA = L iar OB = l, se 
cere să se determine timpul socotit din momentul lansării celor două 
corpuri după care distanţa dintre acestea este minimă. 

Care este valoarea acestei distanţe minime? Discuţie. 


REZOLVARE 


Presupuniînd că după timpul ¿corpurile au ajuns în A, şi respectiv B, (tig. 1.16), 
avem: 


AA, = BB, = $ at? (1) 


în care a este accelerația corpurilor. 
Deci: 


Ashe Zar: BO = — Zar; RENA (2) 
Pentru a determina distanța A,B, =d după 


timpul t, se aplică în triunghiul 4A,OB, teorema 
cosinusului: 


t) a EEE ARE E e n, IESI AN 
Abi = d? = A,02 + B,U: — 24,0 - B,0 cos 4,08,; 


$ | „N 
Fig. 1.16. ` AOB, = R — 2q. (3) 
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Înlocuind (2) în (3), se obţine: 
1 4 ( 4 Xf 4 
d2 = [h —— a] + [L — — a?] 4-2 fh — — aet f — Il aat 
(i z”) + (1 a + (a ae) [1 at] cos2o, 
sau: 
2 o o 
d? = = (1 + cos 2a)? — a(1 + ces 2a) (l + L) + 17 + l2 + 2l, cos 2«. (4) 


Din (4) se observă că d va avea valoarea minimă atunci cînd: 


2 2 — 
pn itë = th |tt, 
E 2 Yy a 


a 


(5) 


deoarece t> 0. 
În (5) + 22 reprezintă suma rădăcinilor trinomului bipătrat din membrul 
doi al expresiei (4). 

Pinînd seama că: 


i pia > coaja pi 0 Aaa) 
COS ș 


t = y’ + la) COS 9 A (6) 
g sin (« — ș) 


Înlocuind (6) în (4) şi efectuind operaţiile algebrice necesare se obţine: 
amin = |4 — 4 |sin æ. (7) 


u = tg Q, 


rezultă final: 


DISCUȚIE 

1) Analizînd (6), se observă că problema este practic posibilă atunci cînd 
d> ọ= a> arc tggu deoarece în caz contrar corpurile nu alunecă. 

2) Corpurile se pot întilni la intersecţia planurilor dacă ], = 2 = /, în care caz 


avem: 
j . 2l cos Q. 
g sin (« — ọ) 


Timpul î, reprezintă atît timpul căutat (deoarece în acest caz d este minimă şi 
egală cu zero) cît și timpul necesar corpurilor să ajungă la intersecţia planurilor. 

Este necesar de remarcat că: 4, dat de (8) se putea obţine şi prin anularea reali- 
zantului trinomului bipătrat din membrul doi al expresiei (4). 
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1.17. Două plane înclinate identice aşezate ca în figura 1.17 au 
fiecare lungimea liniei de cea mai mare pantă constantă şi egală cu Z. 
Unui corp de dimensiuni neglijabile i se imprimă de la baza A a pri- 


-J 
mului plan înclinat o viteză inițială v, în sens ascendent pe plan. 
Cunoscînd valoarea constantă a unghiului de frecare la alunecarea 
corpului pe plan ọ şi că unghiul a de înclinare a celor două planuri față 


. e e îi Te v v “ < 
de orizontală este variabil (0 <a ai —|, se cere a se arăta că bătaia 


corpului de-a lungul liniei de cea mai aaie pantă al celui de al doilea 
plan înclinat este maximă atunci cind este 
îndeplinită condiția: 


sin (2x + 9) _ 
COS a coso 2 zi 


va 


Să se particularizeze relația pentru cazul 
în care frecarea este neglijabilă şi să se 
determine în acest caz şi bătaia maximă. 
Aplicaţie numerică pentru cazul particular 
considerat: 1=40 m; v = 20 m/s şi 
Fig. 1.17, g 75 10 m/s. 


REZOLVARE 
Conform formulei lui Galilei viteza corpului în C, este: 


= V 2 — 2al = V vă — 2l (sin a + u cos a 


_ Vi - METTET (4) 
COS e 


în care u = tg ọ şi reprezintă coeficientul de frecare la alunecarea corpului pe plan. 
- Din punctul C corpul se va mişca pe o traiectorie a cărei ecuaţie în sistemul 

de referinţă zCy (fig. 1.17) este: 

gr 


= 2 tpa— — 
j 2v6 COS? a 


(2) 
Presupunem că linia de cea mai mare pantă a celui de al doilea plan este atinsă 
de corp în M(z, — zx tg a). 
Coordonatele acestui punct vor trebui să verifice (2). 
Avem: 


er? 


—ztpa=ztga— 
á 2v% cos? a 
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din care: 
z, = 0 — soluţie banală şi corespunde punctului C (origine a aruncării); 


4c . 


Bătaia corpului CM = s are valoarea: 


CM = s = = —— sine. (3) 


înlocuind (1) în (3), vom obține funcția s = f(x) căreia va trebui să-i determinăm 
extremele. Avem succesiv: 


= ma a aa) | ae o, =) (4) 
g COS ọ 2 
ds _ vò __ Sin (22 + a 
7 Plai «| 2gi Cosa cos (5) 
Puniînd condiţia = = 0, rezultă relația căutată: 
x 
sin (2a + ọ) a 
T EA ERE = —; ° (6) 
COS œ COS 9 gi 
Se observă din (5) că: 
— dacă sin Ca + el _70 E 0; 
COS œ COS 9 2gl du 
— dacă sin (22 + 9) e Ic) 20 => ds < 0. 
COS a COS 9 dpi 7 da 
Deci pentru (6), funcţia s = f(x) are valoarea maximă. 
Neglijînd frecarea pe planul înclinat (e = 0), relaţia (6) devine: 
9 
A PE vo i 
sin a = zel (7) 
înlocuind (7) în (4) şi ţinind seama că ọ == 0, se obţine: 
vé 
O f 
Smax = 2g i (8) 
Evident problema este posibilă atunci cînd: 
4 
i ELE 
Smar S> zgi S1>Y Ss < Vv: dale (9) 


Înlocuind valorile numerice în (7) şi (8), se obţine: 
93) Q7 : a 
x = 1428 ŞI Smax = 20 m. 
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3 — Probleme de limită şi extrem în fizică 


1.18. Două corpuri de masa m, şi m, sînt aruncate simultan din 
același punct pe verticală, unul în sus şi celălalt în jos, cu aceeași viteză 
iniţială 7. Se cere a se determina timpul socotit din momentul arun- 
cării după care energia cinetică a sistemului format de cele două corpuri, 
este minimă. 

Care este mărimea minimă a acestei energii? Aplicaţie numerică: 


m, = 5 kg; ma=3 kg şi v% =(10 m/s. 


REZOLVARE 


Energia cinetică la un moment dat (fig. 1.18) a sistemului format 
de cele două corpuri după aruncarea lor este: 


4 9 
We = p (mvi + m03). (1) 


Vitezele v, şi v, ale celor două corpuri la un moment dat, sînt: 
ti = Vo — 5t (2) 
Ve = = (vo -4 gt). (3) 


Înlocuind (2) şi (3) în (1), se obține: 


1 i 
Fig. 1. 18. Mams [Ur + mgt — 2vaglm, — ma)t + (m, + mvo]. (4) 


Din (4) rezultă că We va avea valoarea minimă atunci cînd trinomul de gradul 
doi în : din membrul drept al acestei relaţii are valoarea minimă. 
Acest lucru are loc atunci cînd: 


1 v —m 
t= — (ti tth) = << MT a (5) 
2 g m +m 
Înlocuind (5) în (4), se obține: 
2mm 2 
Wemin = E vo- (6) 
m + Ma 


Numeric rezultă: t = 0,254 s ṣi Wenin = 375 J. 


DISCUȚIE 

Din punct de vedere fizic soluția (5) şi respectiv (6) are valàbilitate numai dacă 

t > 0 (după momentul aruncării), adică: 
Vo Mı — Ma 


> 0 m > ma (7) 
g Mut m 
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În cazul în care nu este îndeplinită condiţia (7), minimul energiei cinetice al 
celor două corpuri are loc pentru ¿= 0 (în momentul aruucării) şi are valoarea: 


1 2 
W min == E (m, + me)vo- (8) 


1.19. Două corpuri de mase m, şi mM, se deplasează în acelaşi sens 
după o direcţie comună, cu viteze constante şi de mărimi diferite. 

Să se arate că dacă în urma fenomenului de ciocnire a celor două 
corpuri, pierderea de energie a sistemului format din corpurile respective 
este maximă, atunci după ciocnire corpurile se deplasează cu aceeaşi 
viteză (ciocnire plastică). 


REZOLVARE 


Fie v, Æ v, vitezele constante ale celor două corpuri înainte de ciocnire şi res- 
pectiv u, =Æ ua după ciocnire. 
Corpurile ciocnindu-se centric, potrivit legii conservării impulsului, avem: 


II = MmU, + ala = MU, + Moua = const. ' (1) 
Energiile cinetice ale sistemului format de cele două corpuri. înainte şi după 
ciocnire sînt: | 


4 ; 
We, = P (mwi + mav2) = const, (2) 


i | | 
We, = — (mui + mau). 08) 


Piurderea de energie cinetică AWe = We, — We, este maximă, dacă energia 
Wc, a sistemului celor două corpuri după ciocnire este minimă, deoarece “energia 
cinetică iniţială We, a sistemului corpurilor este constantă. 

Pentru a determina valoarea minimă a energiei Wc, exprimăm această energie 
numai în funcţie de w. 

Din (1), avem: 


PRE: Miu (4) 
a Ms 
Înlocuind (4) în (3), avem: 
We, = i + mus — 2m, Hu, + H]. (5) 
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Din (5) se observă că We, are valoarea minimă atunci cînd: 


ER 20 pi) eee ag, Pa E Dată, (6) 
2 Nu + Ma my + m, 


în care u, şi u4 sînt rădăcinile trinomului de gradu! doi în u, din membrul drept 
al relației (5). 


Înlocuind (6) în (4) rezultă u, = u; = EE (i = morma. 
m + m, mı + Mia 


Aceasta înseamnă deci că dacă AW., este maximă, după ciocnire cele două 
corpuri se deplasează cu aceeași viteză (ciocnire plastică). 


_ 1.20. Trei bile perfect elastice de mase m, ma și mą sint așezate 
în ordine în linie dreaptă pe un plan neted fără frecare. Se imprimă 
„primei bile o viteză; ea ciocnește bila a doua iar aceasta ciocnește 
la rindul ei bila a treia. Să se calculeze pentru ce valoare a masei m, 
bila a treia va avea viteza maximă și să se determine această viteză 
maximă. 


REZOLVARE 


Se aplică legea conservării impulsului la ciocnirea a două cîte două bile. 
Pentru bilele de mase m, şi respectiv m,, avem: 

mV = m1 -+ MV2. (1) 
Ciocnirea fiind perfect elastică, coeficientul de restituire este k = 1 și deci: 


ERE (PRR Mada NE | (2) 


Vi 
Din (1) şi (2) explicităm r2: 
, 2m? 
vo = Ei 
Nu + Mg 


(3) 


Urmare a ciocnirii bilelor de mase m, şi m}, avem: 


mv? = mv? + na (4) 
k = 4 = HL (5) 
| n 


Din (4) şi (5) cu utilizarea relatiei (3) explicităm va și obținem: 


, hmv 
Tam smi 
mph 


mM -+ 


Ma 


-F mi F m 


(6) 


Din (6), rezultă că funcția v3 = f(m.) prezintă un maxim atunci cind: 


DX mMM 


mM 
Înlocuind (7) în (6), se obține: 


? 4m,v 
1“1 
V3max = 


= Tha == V NMa. 


(Vm + Vm)? 


(7) 


(8) 


1.21. Dintr-un punct O se aruncă o minge cu viteza v, făcind unghiul 
a cu suprafaţa solului (fig. 1.21). Cînd mingea atinge înălțimea maximă, 
lovește în punctul A un perete vertical și se reintoarce căzind în punc- 


tul B. Cunoscind distanţa BC = d, să se determine valoarea coeficien- 
tului de elasticitate 4 (restituire) la ciocnirea dintre minge şi perete 
precum și viteza mingii în punctul B ca mărime și direcţie. Se negli- 
jează rezistența aerului. Discuţie privitoare la d şi vg pentru k € [0, 1]. 


REZOLVARE 


1) Mingea- este aruncată oblic astfel că traiectoria ei va fi o parabolă. 
În punctul A, viteza mingii va fi va = v cos g. Înălţimea maximă atinsă de 


minge ceste: 


| ve sin? a 
5 


După ciocnirea cu zidul în A, mingea se 
reîntoarce după un arc de parabolă pe sol. Viteza 
iniţială este: 

VA = kva = kvo COS ate . (2) 

Distanţa pe orizontală parcursă la reîntoarcere 
cste 


d = vat = va ||? (3) 
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Sj, 


Fi E- 1.21. 


Înlocuind (1) și (2) în (3), se obţine: 


2 e. 
vo Sin 2a , 


d= k 2g 


(4) 
din care: 
k = m S (5) 
20 Sin 2a 

2) Pentru determinarea vg şi a unghiului 8, putem admite că punctul A poate 
fi atins cu mingea aruncată din punctul B sub unghiul B cu viteza vg, astfel că: 

2 
2g 

Luînd în considerare faptul că proiecţiile pe orizontală în punctele A şi B 

pe arcul de parabolă AB sînt egale, avem: 


vA = vg COS B. (7) 
Înlocuind (5) în (2) şi apoi (2) în (7), se obține: 
vp eos 8 = ÎN E i (8) 
va Sin a 


Rezolvînd sistemul de ecuaţii format de (5) şi (7), se obţine: 


2 inè 
B = arc tg tii cati (9) 
ed 
/ aa A cină ' 
TE } E oan x (10) 
Vo SİN « 
DISCUȚIE 
1) Din (8) şi (9), se poale constata cu ușurință că: 
tigâ= tga (11) 
k 
vg = v sin? a + k? Cos? ae (12) 


Deoarece k e [0, 1] rezultă că în general avem: 
B >a; 0B < Vo 
Evident la ciocnirea perfect elastică (k = 1), rezultă « = B şi vB = va 
Dacă ciocnirea este plastică (k = 0) şi zidul fiind stabil, mingea rămîne lipită 
de zig. 


Problema devine interesantă dacă în locul zidului am avea un stilp iar ciocnirea 
mingii s-ar face cu altă minge aflată pe vîrful stilpului. 
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Cititorul poate încerca rezolvarea unei astfel de probleme. 


2 
2) Din (4), rezultă pentru k e [0,1], ds ig % astfel că dmax = ÖČ = 
= WSN? atunci cînd k= 1). 
2g 


În concluzie mingea se întoarce pe aceeaşi traiectorie dacă ciocnirea cu zidul 
ar fi ideală în condițiile in care se face abstracție de rezistența aerului. 


1.22. Din punctul A (fig. 1.22, a) se lasă liber un corp de masă m. 
Corpul ciocnește elastic blocul de masă M >m. Să se determine 
unghiul maxim cu care deviază firul de care este suspendat corpul de 
masă m după ciocnirea cu blocul și spațiul parcurs de bloc pînă la 
oprire pe suprafața orizontală, coeficientul de frecare la -akmecare 
fiind p, iar lungimea firului 7. Se neglijează frecarea cu aerul precum 
ȘI ri în articulația O, firul fiind considerat imponderabil și inex- 
tensibi 


REZOLVARE 


1) Conform legii conservării impulsului avem: 
mv, -+ My, = mu, + Muz, 
dar v, = 0, şi deci: 
mv, = mu, + Muz. (1) 
Legea conservării energiei conduce la relaţia: 
mu = mu +M u2. (2) 
Rezolvînd sistemul de ecuații format 
e (1) și (2) în raport cu u, se obţine: 


m — AI m — M 
UE VS y 2gl. 3 
t m + M i m+ M (3) 
Deoarece m < M, rezultă w <0 şi 
deci după ciocnire corpul de masă m se 
întoarce cu viteza u, şi se ridică la o înălțime Fig. 1.22, 
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maximă h ce se poate obţine din legea variaţiei energiei cinetice aplicată între pozi- 
tiile B şi C (fig. 1.22,5): 


= mui = mgh. (4) 
Dar: 
| h = W1 — cos a). (5) 
înlocuind (3) şi (5) în (4) şi explicitînd a sc obține mărimea maximă a acestui 
unghi: 
_V/2 (x — z) 
= 9 i 6 
SAR arc sin 2 UI (6) 


2) Spaţiul s parcurs de blocul de masă M pină la oprire rezultă tot din aplicarea 
legii variaţiei energiei cinetice: 
M 


3) 


ab 


(ua? — u2) = —uMgs- 


Dar uz = 0, şi prin urmare: 


3, (7) 
S = — 
2ug 
Din (1), rezultă: 
__ ml, — u) (8) 
n M 
Înlocuind (3) în (8) se obține: 
2m — 
Uo = 2 L 9) 
o mM V 2g | 
Înlocuind apoi (9) în (7), se obţine în final: 
TEETER SEND (10) 
M 2 
pă 
m 


1.23. Într-un vas de masă şi dimensiuni neglijabile se află 2 kg 
lichid. Vasul este legat cu o sirmă cu lungimea de 1 m şi diametrul 
de î mm şi se roteşte în plan vertical. 

1) Care este turaţia minimă cu care trebuie rotit vasul, astfel încît 
lichidul să nu curgă? 
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2) Cu ce turație maximă poate fi rotit vam astfel încit sirma să 


nu se rupă, rezistența la rupere fiind 9- 10 A 9 
mê 
3) Să se determine reacţiunea maximă a sirmei corespunzătoare 


unghiului 45° față de verticală, în condițiile turației de la punctul 2. 
Se va considera Tg. 


REZOLVARE 
4) Cazul cel mai defavorabil în care lichidul ar A 
putea să se. verse este atunci cînd vasul se află cu 
gura în jos.: Pentru ca lichidul să nu se verse este 
necesar ca în punctul A (fig. 1.23) să avem: „aa iba carti RR 
Fe Z6 = ml > mg = t> E, (1) 
Dar: 
nn 
Ww = — e 2 
5 (2) 
Deci: 
Tên? g _ ~ 900g | 
— => n? 2 ; [n] = rot/min. 
900 = l 2] In] 
Ținind seama că z? 2% g, avem: 
900 30 
n2>— > n = =e 3 
l min Vi ( ) 


2) Cazul cel mai defavorabil din punct de vedere al solicitării sîrmei la întindere 


-> -r 
este cazul cînd vasul se găsește în punctul B, cînd F, şi G au același sens. În acest 
punct este necesar ca: 


2 
Fo +Get =a, 
sau. 
2 
mo?l + mg So, = e (4) 
4 : 


Înlocuind (2) în (4) şi apoi explicitind n ținînd seama că z? = g, se obține: 


vig 
n < 30 T pa i 
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Deci: 


mes Va Sr ic | 


3) Reacţiunea sirmei atunci cînd vasul se află în punctul C este: 


R = F, — C cos « = m(lw? — g cos a) (6) 


TN max 1 [6,d? 
Omax = 39 = 7 V: [pe - 1 3 (7) 


Introducînd (7) în (6) şi tinind seama că z? œ g, se obţine: 


za,d? 


max = pp T mg(1 + cos z). (8) 


Dar: 


R 


Substituind valorile numerice în (3), (5) şi (8), se obține: 


Rmin = 30 rot/min. 
Rmax % 172 rot/min. 


Rmax 2 673 N. 


- 1.24. Pentru determinarea vitezelor proiectilelor se poate utiliza 
un pendul balistic compus dintr-un cilindru de masă M umplut cu 
nisip și suspendat de un punct fix în jurul căruia poate oscila în plan 
vertical (fig. 1.24, a) prin intermediul unei tije de masă neglijabilă și 
lungime }. | | 

1) Cunoscind masa proiectilului m şi unghiul a € |0, A să se 


determine viteza proiectilului (ciocnirea se consideră plastică). 

2) Cunoscind forța de întindere maximă Tmax ce o poate suporta 
tija, să se determine viteza minimă a proiectilului pentru care în urma 
ciocnirii plastice cu cilindrul, tija se rupe. 

3) Presupunind că pendulul se poate roti în plan vertical, să se 
determine viteza minimă a proiectilului pentru care este posibil acest 
lucru. Se neglijează rezistența aerului: şi frecarea în articulația O. Dis- 
cuţie. 
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REZOLVARE 


1) Notind cu v viteza proiectilului şi cu u viteza ansamblului proiectil — cilin- 


dru (ciocnire plastică), conform legii conservării impulsului, avem: 


mu = (m + M)u. 
Dar: 


u = V 2 gy = V2g6Ui — cos a) = 2 gl sin =. 


Înlocuind (2) în (1) şi explicitind pe v, 
se obține: 


„= [i + z] V/ Zgt{1 — cos a) = 


= 2y z (1 +7 Jen i, (3) 
m 2 


2) Valoarea minimă a vitezei proiectilului 
pentru care tija se rupe, rezultă din condiţia: 


G + F: > Tmax- (4) 


(Este evident că solicitarea maximă a tijei 
are loc atunci cind în mișcarea sa de oscilație 


pendulul trece prin poziţia iniţială.) Fig. 1.24, a 


Din (4), avem: 
u? 
(e +5) im +20 > Tomaz 
Explicitind u din (1) şi introducîndu-l în {4}, se obține: 


l 2 
[e a ET (m + M) > Tmax, 


l(m + M)? 
din care: 
v> m V [Tmax — g(m + M)) (m+ Mji 
Deci: 


a= VUT max — gim + My) (m + Mji 


43 


a) 


(2) 


(5) 


(6) 


3) Pentru ca în urma ciocnirii plastice cu proiectilul, pendulul să descrie un cerc 
în plan vertical (fig. 1.24, a) este necesar ca să se îndeplinească condiţia: 


2 
(m + M) > am + M). (7) 
Explicitind u din (1), introducîndu-l în (7) şi explicitind apoi pe v, se obţine: 
v>2 [ + =) Vei. 
m 
Deci: 


M — 
"min = 2 [ T a] Vel. . (8) 


Evident aceeaşi expresie se obţine din (3) pentru a = r. 


Discuţie. 1) În rezolvarea problemei (punctul 1) s-a presupus că proiectilul ră- 
mine după şoc în pendul. Presupunînd însă că după şoc proiectilul sare înapoi cu 
viteza v’ sau cade jos pierzîndu-şi viteza, relația (3) se modifică după cum urmează: 

În cazul în care proiectilul ricoşează cu viteza v’, avem: 

mu = Mu — mv’. (9) 


Înlocuind (2) în (9) și explicitind pe v, se obţine: 


jat Vagi(1 — cos «) — v = 2 aci Vei sin & — vw, (10) 
m m 2 


În cazul în care după şoc proiectilul cade jos pierzindu-şi viteza (v’ = 0), din 
(10) se obţine: 


v= M rai — cos e) = 2? Ma sin =. (11) 
m m 2 


Desigur cititorul poate presupune şi cazul în care proiectilul trece prin cilindru 
cu nisip în care caz discuția poate continua. Se pot face considerații asupra forței 
de rezistență a cilindrului cu nisip etc. etc. 

2) Este interesant studiul mărimii forţei de întindere T în tija pendulului pentru 
cazul punctului 3 al problemei (pendulul se poate roti în plan vertical). Pentru o 
anumită poziţie a pendulului dată de « (fig. 1.24, a), avem: 


u2 
Aplicînd teorema variației energiei cinetice între poziţiile A şi C ale pendulului 
avem: 


o 


(n + M) È — (m + M) E = (m + May = glim + M) (1 — cos o), (13) 
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din care: 
u? = u? — 2gl(1 — cos a), (14) 


în care u = 2 gl (valoarea limită ce rezultă din relaţia 7, astfel încit pendulul să 
se rotească). 


Deci: 
u2 = 2gl(1 + cos a). (15) 
Înlocuind (15) în (12), se obţine: 17 
T = g(m + M) (2 + 3 cos a). (16) . 


Din (16), rezultă că această forță este Imox 
maximă pentru a = 0, adică: 


Tmax = 5g(m + M). (17) 


Această forță este minimă (tija este supusă 
la compresie) cînd a = x: 


Tmin = —g(m + M). (18) g 


A 


3. 


TEE 2 
Ea se anulează cînd « = arc cos] — z) A 


Funcţia periodică 7 = f(a) este reprezentată Fig. 1.24, b 
grafic în figura 1.24, b. 

Problema poate fi particularizată pentru cazul în care tija ar fi înlocuită cu un 
fir inextensibil şi de greutate neglijabilă. 

Lăsăm în seama cititorului studiul acestui caz. 


1.25. Un regulator centrifugal (Watt) are două bile identice de 
masă m. Barele ÖS, şi OS, de aceeași lungime l (fig. 1.25) şi de greu- 
tate neglijabilă, susțin prin intermediul barelor identice AB și A'B 
de lungime a şi de greutate neglijabilă, un manşon de masă M. 
Știind că 0OA=04'=AB=AB'=a şi neplijind frecările şi 
rezistenţa aerului, să se determine turaţia minimă a regulatorului 
pentru care bilele încep să se îndepărteze de axa de rotaţie. Se va 
considera r? za zg. l 

Aplicaţie numerică: m =5 kg; M =15 kg; l= 450 mm; 
a = 270 mm. 
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REZOLVARE 


Este uşor de observat că bilele vor începe să se ridice pentru acea turație pentru 


° A A TI 
care unghiul œ va începe să crească de la 0 spre —. 
2 


Prin urmare va trebui să construim o funcţie care să exprime dependenţa acestui 
unghi de elementele cinematice și geometrice ale regu- 
latorului. | 

Presupunem o poziţie instantanee a regulatorului 

„ca cea din figura 1.25. Funcţia respectivă o vem deter- 
mina din condiţiile de echilibru dinamic al unci singure 
bare (OS,), avind în vedere simetria constructivă a 
regulatorului. 

Considerind momentele forţelor ce acţionează 

— bara, în raport cu punctul de articulaţie O (în felul 

acesta în calcule se elimină forţa de reacțiune din arti- 

culaţia 0), la echilibru avem: 


Fig. 1.25. 


| mgr —Fh + P*b=0, (1) 
Dar: 

r=lsine (2) 

F, = mru? = ml œw? sin a (3) 

h = l COS æ (4) 

b= a sin 2g | (5) 

SPRE | Ai (6) 

2 cos a 


înlocuind (2), (3), (4), (5) şi (6) în (1) şi eliminînd soluţia banală sin « = 0 = 
=æ a = 0, se obţine 
glm! + Ma) 


ml2uw2 


Deoarece « e fo, z] , rezultă că cos æ ŞS 1 şi deci: 


COS a = 


(7) 


a? > gml + Ma) , (8) 
ml? 


Luiînd în considerare că w = în (n exprimat în rot/min) şi că z? % g, avem: 


n> so yif 2 2). (9) 
l m l 
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Deci: 


4 , 
nmin = 30 y+ (1 yA, (10) 
li m il 
Numeric rezultă nain 2: 75 rot/min 


1.26. Un dispozitiv pentru determinarea tensiunii maxime a unui 
fir se compune din două bare identice și omogene de lungime 1 şi masă m 
articulate în punctul O (fig. 1.26). La capătul A şi B ale barelor se 
prince firul de lungime d, a cărui tensiune la rupere se determină. 
ntreg dispozitivul se rotește în jurul verticalei punctului O. Să se 
determine: 


1) Turaţia dispozitivului pentru care firul prins între capetele A 
şi B ale barelor este întins însă este solicitat la tensiunea minimă. 


2) Cunoscind că în momentul ruperii firului turaţia este n, să se 
deducă expresia care dă valoarea tensiunii la ruperea firului. Se negli- 
jează frecările şi rezistenţa aerului considerind x? 7x g. Discuţie. 


REZOLVARE 


1) Forţa de întindere (tensiunea mecanică) la care este supus firul T € [0, Tr], 
adică Tmin = 0, iar Tmax = Tr, în care prin 7, s-a notat valoarea tensiunii la 
ruperea firului. Luind în consideraţie forţele care acționează asupra unei singure 
bare în cazul în care T = Tmin = 0 (dispozitivul este 
simetric în raport cu axa de rotaţie), la echilibru 
dinamic avem: | 


> Mo = Fy cos a — mg — sin a=0 : (1) 


în care F, este forţa centrilugă ce acţionează asupra 
barei, y este distanţa pe bară de la punctul O la 
punctul C în care se aplică forţa centrifugă, iar a 
unghiul de deviere a barei faţă de verticală. 
Pentru determinarea mărimii F., considerăm o 
porțiune infinit mică a barci dz la distanţa z de 


punctul O. 
Vom avea: 
dF: = dmoa?z sin a = ps dzo?z sin a. Fig. 1.26. 
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Integrind pe toată lungimea barei, avem: 
l A 
EE al | P e = (esl) (Isin ajo? = mo? 5 sina, 2) 
0 


în care: 
p — densitatea materialului barei; 
s — secţiunea barei: 
œ — viteza unghiulară de rotaţie a dispozitivului. 
Pentru a determina valoarea lui y, scriem momentul forței F. faţă de punctul O; 


l l 
Fcy COS a = | dF, x COS a = | psw? sin a cos az? dz = Fe. = l COS z, 
0 0 


din care: 


(3) 


«x 

| 
a |e 
ba 


Deci forţa centrifugă se aplică la Zu faţă de O. 


Înlocuind (2) și (3) în (4) şi explicitind & în condiţia «e o, =) „ se obţine: 


a Se. | 
Si [z COS a (4) 
Dar: 
d): 
sina = Š esa = Vi (2) (5) 
9 
nn 
o = — 6 
x (6) 
n Xg. (7) 


Înlocuind (5), (6) şi (7) în (4), se obține: 


n = 30 Vaz (8) 


în care evident n este exprimat în rot/min, iar l și d in metri. 
2) În cazul în care T > 0, ecuaţia (1), are forma: 


Fey cos a — TI cos a — mg — sin a = 0. (9) 
Înlocuind (2) şi (3) în (9) şi explicitînd T, obţinem: 
$ o? 1 
T = mg Sin a | — — —— |. (10 
7 ( 3g  2cosSa ) 
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Cunoscînd turaţia n pentru care firul se rupe, obţinem: 
nèl 1 

. 11 

2 700 utp 


T < 7, > Tmax = T, = mg sin «| 
2 cosa 


În mod practic atît n cît ṣi « se pot măsura în orice situație şi deci şi la ruperea 


firului. Dacă se neglijează alungirea firului şi se introdut (5), (6) şi (7) în (11), se 
(12) 


obţine: 


n? 4 
Tmax = mg si — PE | 
2 12700 4E — d 


DISCUȚIE 
1) Luind în considerație enunţul problemei 1.25 și în cazul de faţă se poate 
- determina turația minimă a dispozitivului de la care barele încep a se ridica. 


Într-adevăr din (4), rezultă: 
2l? 


Cum însă «e o, =], rezultă cos a <1, adică: 


Blo 
Deci: 
vnin = |28- (13) 
înlocuind (6) şi (7) în (13), se obține: . 
3 (14) 


"min ci 30 lå 
Evident, pentru ca (14) să fie posibilă este necesar ca nmin SS, în care n este. 


dat de (8). Aceasta conduce la d > 0. 
2) Scriind ecuațiile de echilibru în sistemul rOy, ale forțelor ce acționează 
asupra unei bare se pot găsi 17 şi V precum şi R = / H? F PF? (forțele de reacțiune: 


7 
ale articulației O) inclusiv 8 = arc tg A A 
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___ 1.27. Un corp este ținut în echilibru prin suspendarea de două fire 
identice de lungime l, imponderabile, inextensibile și simetrice față de 
verticală (fig. 1.27, a). 
1) Cunoscind masa corpului m și unghiul 0 € |0, z], să se deter- 
2 


mine mărimea minimă şi maximă a forței S, de întindere într-un singur 
fir in momentul în care celălalt fir este tăiat. 

2) După tăierea unuia din fire, considerînd mișcarea de oscilație a 
corpului ideală, să se determine mărimea minimă și maximă a forței de 
întindere a firului rămas. 

Discuţie. 


REZOLVARE 


4) Cind se taie unul din fire, de exemplu BC (fig. 1.27, b), corpul C începe 
mişcarea pe un cerc de rază AC = l cu centrul în A. Prin urmare se trece de la 
un regim static la unul dinamic. 


Fig. 1.27. 


Forţa de întindere în firul AC în stare dinamică S| în momentul ruperii firului 
BC este: 


-> > > 
Sı = Fe + Gu ' (1) 
în care: 
-> , , 3 
— F. este forța centrifugă ce acționează asupra corpului Fe = i. 
-> 
— G, componenta greutății corpului pe direcția lui Fe, G, = G cos 0 = mg cos 8. 


> > -> 


Deoarece s$,, Fe şi G, sînt coliniare, avem: 


2 
S = ri + mg cos 8. (2) 
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Dar în momentul tăierii firului BC, viteza corpului este nulă (v = 0) şi deci: 


Sı = mg cos b. (3) 
Deoarece 0 e [o zh rezultă şi S, e [mg, 0). Deci: 
Sı max = mg, cînd 0=0 


S, min > 0, cînd 0, 


t> 


2) După ruperea firului BC, considerind mișcarea corpului C ideală (negli- 
jindu-se frecările de orice. natură), tensiunea cea mai mare a firului are loc cînd 
corpul trece prin poziţia verticală (0 = 0). 

În această situaţie Sı este dat de (2), în care 


v? = 2gl(1 — cos 0) 
şi deci: 
Si = mg(3 — 2 cos 6). (4) 


Din (4) rezultă cu ușurință că: 


Si max > 3mg cînd 0— = 
Si min = mg cind 0 = 0 (situaţie statică). 


Deci pentru 0e o, = rezultă S1 e (mg, 3mg]. 


DISCUȚIE 
1) Se observă că în situaţia stalică tensiunea mecanică în cele două fire este: 
NR 
= — 5 
2 cos 0 (5) 


Pentru 0 €e [o =] =sSe [£ , o) => Sı e (0, 26}. 


-- 


Aceasta deoarece pentru un anumit unghi 0, S, = 2S cos? 6. 
2) În cazul celei de a doua părţi a problemei este de reţinut că (4) dă valoarea 


a d .. . p æ . T 
maximă a tensiunii mecanice pentru un anumit unghi 90 e o, =]. 
2 
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Se observă uşor din (3) şi (4) că: 


Si = 3m2 -- 254 | (6) 
astfel că: 
Si min = Img — 2S, max (7) 


1.28. Să se determine viteza maximă şi respectiv minimă a unui 
autovehicul pe o şosea avind raza de curbură R și unghiul de înclinare 
a suprainălțării «œ, astfel încît deraparea în exteriorul şi respectiv în 
interiorul curbei să fie exclusă. 

Se dă valoarea coeficientului de frecare la alunecare între roţile 
autovehiculului şi şosea p. 


REZOLVARE 
1) Valoarea vitezei autovehiculului de greutate G pentru care este exclusă 
deraparea în exterior datorită componentei tangenţiale F; a rezultantei F = G -H 


-> —> 
+ Fe(Fe este forța centrifugă ce acţionează asupra autovehiculului) este: 


F, > Fu. (1) 
Din figura 1.28, a rezultă că: 
Fi = F sin(B — a) (2) 
iar forţa de frecare F; = uFn = ul cos (3 — a). (3) 


Înlocuind (2) şi (3) în (1), rezultă: 


u cos (3 — a) > sin (B— a), 


au: 


u> tg — a= 58> tre. w 


1 + tg B tga 
Dar: 
y? 
F Roua 
Fig. 1.25, u Rem mg ER 
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Înlocuind (5) în (4) și rezolvînd inegalitatea in raport cu v, se obţine: 


ofila + tga) 
p a d za 008 Ati aS 
v< | 1 — utge (6) 


Tinind seama că u = tg e (p este unghiul de frecare), avem: 
<SVER tg (e + ș). (7) 
Deci: 
Umar = VER igle + o). (8) 
Relația (8) se poate particulariza: 
— pentru a = 0 => vmar =V ggR (9) 
— pentru ọ = 0 (p = 0) = vuar = 


=\/ gR tg a. (10) 


2) Valoarea vitezei pentru care este exclusă 
deraparea spre interiorul curbei, este dată tot 


-> 
de condiția (1) în situația în care F, este ori- 
entată spre interiorul acestei curbe (fig. 1.28, b) 


uFn 2 Fu (11) 
Dar: 
Fı = F sin (x — B) (12) 
Fn = F cos (a — B). (13) Fig. 1.58, 6 


Introducînd (12) şi (13) în (11) şi ţinind seama de (5), se obţine: 


gR(iga — u) — 
v> JEA =V Rig (a — g- (14) 
Deci: 
Unin = VgR tg (« — ọ). (15) 


Din (15) rezultă că deraparea spre interiorul curbei este exclusă pentru a < ș. 
În cazul în care y = 0, rezultă Vmax = Vmin =VeRtga. Dacă autovehiculul se 


opreşte în curbă (v = 0) din (14) rezultă că pentru stabilitatea autovehiculului 
este necesar ca ap. 


Din (7) şi (14) rezultă că domeniul de variaţie a vitezei autovehiculului pentru 
care este exclusă deruparea în exteriorul sau interiorul curbei este: 


VER tg (a — p) Sv SVR tg (a + p) 
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1.29. Cunoscutul „zid al curajului“ este constituit dintr-un cilindru 
de rază R terminat la bază cu o porțiune tronconică de rază R; (fig. 1.29). 

Motociclistul acrobat parcurge mai întîi porţiunea de teren orizon- 
tal, apoi trece pe suprafaţa conică și în cele din urmă pe suprafaţa 
cilindrică. Reintoarcerea la repaus se face invers. 

Să se determine: 

1) Coeficientul de frecare minim dintre roţile motocicletei şi supra- 
fețele pe care le parcurge acrobatul, pentru a face posibilă o trecere 
fără pericol de derapare de la o suprafață la alta; 

2) Vitezele limită necesare pe cele trei suprafețe în condiţiile punc- 
tului 1) pentru R =8 m şi R.=7m. 


REZOLVARE 


1) Evident e e fo, =]. Pentru ca motocicleta să nu dera- 


peze spre interior la trecerea de pe suprafaţa orizontală la supra- 


faţa conică [ae la a= 0 laa< z] este necesar ca viteza maximă 


admisă pentru evitarea derapării spre exterior pe suprafața 
orizontală să fie egală cu viteza minimă pentru evitarea dera- 
pării spre interior pe suprafaţa conică (fig. 1.29). 

Astfel pe suprafaţa orizontală (a = 0) conform relaţiei (9) din problema 1. 28 
avem: 


Fig. 1.29. 


Umax = Vegh (1) 


Pe suprafața conică (« > 0) viteza minimă conform relaţiei (14) din pro- 
blema 1.28 este: 


„= Jeee (tg a — p), (2) 
i+utga 
Din egalitatea (1) cu (2), rezultă ecuaţia: 
u? + 2ctgau—1=0. (3) 
Aceeaşi situație se pune şi la trecerea motocicletei de la suprafaţa conică la 
suprafața cilindrică: 
z je tei (n + tg a) (4) 
Vmax A ma tg m 
gR Te 
min T Y SE. 7 (5) 


Din egalitatea (4) cu (5) rezultă ecuaţia: 
u? + 2u' tea —1=0. (6) 


Rezolvind ecuaţiile (3) şi (6), găsim respectiv soluţiile: 


— COS x 1-1 
Hie == A = (7) 
SIn z 
. —Sin z 4-1 
B12 = = S (8) 
COS x 


Deoarece u > 0, iar a € (o, =). soluţiile ce corespund probiemei sînt: 
2 


4 — Cosa + 1—sina 
E, = T (9) 
sin g COS g 


Pentru a găsi unghiul « care să corespundă unei singure valori minime a coefi- 


T 


cientului de frecare, este necesar ca p, = pı din care rezultă coptim = Fi 


sa i Qi 
inseamnă umin = VÈ? — 1 = 041421, adică: p = T = 920307. 


2) Viteza maximă admisă pentru evitarea riscului de derapare spre exterior 
pe suprafața orizontală este: 


vmar = Ve, gp = V 9,88- 7 ~ tg 22730 ~ 5,39 m/s = 19,4 km/h. 


Aceeaşi viteză trebuie să fie egală cu viteza minimă necesară pe suprafaţa conică, 
astfel încît să se evite deraparea spre interior. 


Într-adevăr: 
Umin = V gB, tg (a — ș) = 9,81 ° 7- ig (45° — 22°30) % 
zæ 5,39 m/s = 19,4 km/h. 


Viteza maximă admisă pentru evitarea riscului de derapare spre exterior pe 
suprafaţa conică este: - | 


Vmax = VER tg (x + p) = 19,81 ° 8- tg (45° + 22°80) % 
zæ 13,8 m/s = 49,68 km/ti. 
Această viteză trebuie să fie egală cu viteza minimă necesară pe care trebuie 


s-o aibă motocielistul pe suprafața cilindrică (+ = =). 


d 
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Într-adevăr: 


R 
Ze pp Sofiei O af a 
n Van (5-2) ui poe = V&- y eo 


SE | DIS. 20 13,8 m/s = 49,68 km/h, 


1.30. Un punct material de masă m se află pe axul unui inel de 
rază R, la distanța x de axul inelului. Inelul este confecţionat din 
sîrmă cu secţiunea circulară de rază r, iar densitatea materialului sirmei 
este p. Să se determine distanţa x pentru care forţa gravitaţională de 
interacție dintre inel și punctul material are valoarea maximă. Care 
este valoarea maximă a acestei forțe? 


REZOLVARE 


Considerăm un element dy din inelul considerat (fig. 1.30), astfel că forţa gra. 
vitațională de interacţie dintre acesta și punctul material este: 


_ _ mpr? dy 
dF = E aaa , (1) 


în care y este constanta gravitaţiei. 
Se observă că din cauza simetrici vor eontribui la forţa totală de interacţie 
numai componentele de-a lungul axo selului şi deci: 


mpr x dy â 
te (2) 
Forţa totală se obţine prin integrare: 
merx ur - ye Imp 2 z 

d? d 

_____ 2 Rmpr’°zx (3} 
l (R p epe 
Determinăm extremele funcției F, = 
= f(z) explicitată prin (3) şi avem: 


AF, = dF cos a = AF E = 


dF, __ R- (4) 
Fig. 1.30. dz (R? + 22 


56 


; a: dF, R 
Punind condiția — = 0, se obține z,e = + —- 
dz yo 
Reţinem numai soluția z,, observindu-se că pentru această valoare a distantei 
funcția F, = f(z) prezintă un maxim a cărui valoare este: 


4 xmgr? 


3/3R 


Fi max = Y 


1.31. O navă satelit descrie o orbită eliptică în jurul Pămintului, 
situat în unul din focarele elipsei. Avind în vedere forța de atracţie 
gravitațională a Pămîntului, să se determine viteza maximă şi minimă 
a navei satelit, cunoscind înălţimea navei la apogeu (max) și perigeu 
(hmin). 


REZOLVARE 


Notînd cu kmax Și respectiv tnin înălțimile navei satelit la apogeu şi respectiv 
perigeu, distanța maximă şi distanța minimă faţă de centrul Pămîntului (fig. 1.31) 
ale navei, sînt: 


= R + has (1) 
ra= R + hmin: (2) 


în care R este raza Pămîntului. 


Fig. 1.31. 
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Evident viteza maximă a navei corespunde perigeului iar viteza minimă — 
apogeului. 

Exprimind ecuaţia elipsei în coordonate polare, raportată la axa mare (fig. 1.31) 
avem: 

pai aa a (3) 
- 4+ecos0 

în care p este parametrul elipsei iar e — excentricitatea. 

Distanţa maximă 7, şi cea minimă r, corespund la 0 = x şi respecliv 0 = 0. 
Din (3), rezultă: 


p p | (4) 


1—e Toj 
Rezolvind sistemul de ecuaţii (4) în raport cu p şi e, rezultă: 


Pp oo, p= 2r,ra2 A (5) 
rn +r r tr 


Din condiția constanței dublului vitezei areolare o = // kp, avem: 
Umini = Vmax’: F 9 = V kp, l (6) 


în care coeficientul k = yM = gR? (M — masa Pămîntului, y — constanta gravi- 
tațională iar g fiind accelerația gravitaţională la suprafața Pămîntului). 
Din (6) şi (5), rezultă: 


Vmin i y 2 z R y = a | i ) SA (7) 
Fura + ra) ( t+ h ax) (2R T Hinas T hmin) 


Dar gR + hw: 
Umax = Va = R Va d Eta) A R (8) 
ra(rı + ra) (R + hmin) (C8 T Anax t min ) 


1.32. O grindă omogenă se sprijină pe marginea unui zid înalt 
(fig. 1.32). Un acrobat pășește pe grindă spre capătul ei liber. Pină 
la ce distanță minimă se poate apropia el de capătul liber al grinzii fără 
ca grinda să se răstoarne? Ce condiție trebuie îndeplinită pentru ca 
acrobatul să poată merge fără pericol pînă la capătul grinzii? Se cunosc: 
Masa grinzii M, masa acrobatului m, lungimea grinzii l, lungimea por- 
țiunii nesprijinite a grinzii a. 
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REZOLVARE 


Pentru a evita răsturnarea grinzii în jurul marginii zidului este necesar a se 
îndeplini condiția de momente: ` | 


mgla — 2) < Ma [> — a) (1) 
din care: 
M) M 
P E S aa 2 
zu ( = 2m i 


Pentru ca acrobatul să poată merge fără pe- 
ricol pînă la capălul grinzii este necesar ca: 


mga ŞS mshz — a) (3) 
sau: 
l 
mu (1). (4) 
2a 
adică: 
l 
Mmax = M (5 — 1) . (5) 
Tot aşa: 
M 
s ————————— “d 6 
S oim+M) * (6) 
adică: l 
| M 
max = 


2(m +- àl) l 


1.33. Ce lungime maximă poate avea „pod“ construit din 5 pietre 
de domino identice, fiecare piatră avind lungimea 7 iar construcția podu- 
lui avind forma din figura 1.33, a. 


REZOLVARE 


Lungimea maximă a podului trebuie să rezulte din condiţia sa de stabilitate 
(echilibru). 
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Pentru a se studia poziţia de echilibru a podului, luăm în considerație numai 3 
pietre, deoarece construcţia este simetrică faţă de axa yy’ (fig. 1.33, b). 


a} 
Se observă că asupra pietrei 4 acționează în centrul său de greutate C forța G, 
care reprezintă greutatea pietrei, iar asupra capătului M a aceleiași pietre acţionează 


Fig. 1.88, a Fig. 1.83, b 


forța > C din partea pietrei B. Pentru ca piatra A să nu se răstoarne este ne- 


cesar ca să aibă loc egalitatea momentelor forţelor G şi 1 G faţă de punctul de 


rotaţie N: 


G- NP = 0 NM. (1) 


Cum insă PM = L, rezultă VP = PM — NM, sau: 


NP 


| 


— NM. (2) 
Înlocuind (2) în (1) şi explicitînd NM, obţinem: 
Aaa ' 
NM = —. (3) 
3 
Luînd în considerație simetria podului față de axa yy’ avem: 


Lmax =} + 20+ NT = 2(i+ e) t (4) 
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1.34. Un stilp vertical plantat într-un teren orizontal este tras sub 
un unghi « cu un cablu de lungime constantă l. 

Forţa cu care este tras este de asemenea constantă și egală cu F 
(fig. 1.34). Capătul B al cablului se află tot timpul pe orizontală. Să 
se determine unghiul œ pentru care momentul forţei F față de punc- 
tul O de încastrare a stilpului în sol este maxim precum și valoarea 
acestui moment. 


REZOLVARE 


Momentul lui F faţă de O, este: 


M, = Fd = Fh sina, în care practic 0<a< z` x 


Dar: h = l cos a. 


Deci M, = F ° l» sin a cos a = $ Flsin 2a. (4) 


Din (1), rezultă că M, este maxim atunci cînd 


° T . 7m 
sin 2a = z adică « = S Fig. 1.84. 
Valoarea maximă a momentului M, rezultă a fi: 
1 
Momax = 3 Fl. (2) 


Evident că din punct de vedere practic, problema este posibilă dacă înălţimea 
WAE 
2 
Aceasta deoarece, odată cu variația unghiului x variază poziția punctului A 
de prindere a cablului pe stilp şi respectiv poziția punctului B. 


stilpului H > h = l cos a = 


Pentru o<a< Ë, rezultă 0 < h < l iar l> d, > 0. 


1.35. Un corp de masă M, așezat pe un plan orizontal este deplasat 
prin alunecare cu ajutorul unei forțe T. Coeficientul de frecare dintre 
corp și plan fiind p, să se determine unghiul dintre forța T şi orizon- 
tală, astfel ca forța T să fie minimă (fig. 1.35), precum şi valoarea 
acestei forțe în acest caz. 
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REZOLVARE 


Notind cu A reacţiunea planului, forța de frecare a corpului cu acest plan este 
F= N. | 
Forţa 7 poate fi descompusă în două forțe componente T, = T sin a şi res- 
pectiv Ta = T cos x după direcția verticală şi respectiv orizontală. 
Scriind echilibrul forțelor în sistemul de referință 
xOy, obținem: 
uN = T cos «a (1) 
Me =N +Tsina. (2) 
Eliminînd pe N din cele două ecuaţii, găsim: 


u(Mg — T sin a) =T cos a 


din care: 
u Sin a e COS & 
Fig. 1.85, Relaţia (3) exprimă mărimea forței T în funcţie de 


unghiul a« și pentru că ea s-a dedus din condiţiile de 
echilibra ale corpului, rezultă că pentru valoarea dată de (3), corpul se menţine 
în echilibru pe planul orizontal la limită. 

Dacă valoarea forței T dată de (3) este depășită, echilibrul nu se mai păstrează. 
Prin urmare T este acea forță datorită căreia corpul începe să-şi piardă echiiibrul 
şi esta pe cale să se deplaseze. 

Bxpresia analitică (3) a forţei 7 este o funcţie continuă. 

Se observă cu uşurinţă că pentru «a = 0, T = Mg în care caz pentru depla- 
sarea i du pe planul orizontal este necesar a se învinge numai forţa de frecare. 


Pentru « = = T = Alg în care caz deplasarea corpului nu se mai face pe planul 


orizontal ci pe verticală, trebuind deci să se învingă greutatea acestui corp. 


Deci pentru « e o, =], rezultă T e [uMg, Mg]. 


În intervalul de variaţie a unghiului a, trebuie să existe un minim al mărimii 
forței 7. 
Determinăm derivata de ordinul întii a funcţiei T = f{(«) dată de (3): 


LA A] 


ie Sin a — u COS a 


da (u sin x + cos a)? d 
sau: ~ 

aT te a — 

da cos afu tg a + 1)? 


care se anulcază dacă tg «= u, adică g = arc tg u. 
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x 
deci forța 7 este minimă pentru tg ae = u. 


Valoarea minimă a forței T se obține din (3) în care se înlocuiește tg 2 = p, 


Din (4) rezultă că pentru tga < p, sT < 0, iar dacă tg «> L, a > 0 şi 
e 


A : u, À 4 
adică sin a = ——+— lar cCoOsS a = —— . 
Vizu: Vi + p? 
Rezullă: 
M 
Tmin = Ei., (5) 
Vitg l 


1.36. Cu ajutorul unei foarfece se taie o sîirmă cu secțiunea cirenlară, 
Să se determine deschiderea x maximă a foarlecei, astfel incit sirma să 
nu alunece între lamele ei (fig. 4.36). Coeficientul de frecare intre 
sirmă și lamă este u = 0,1. 


REZOLYARE 


În caz de alunecare a sîrmei între lamele lăietoare ale foarfecei, aceasta se 
produce după bisectoarea unghiului x ficut de lame. Alunccarea se datorește com- 


-> E 
ponentei forţelor P de presiune după direcţia bisectoarei şi anuine: 


F = 2P sin. (1) 


Forța care se opune acestei alunecări este componenta după direcția bisec- 


Baa 
toarei a fortelor de frecare Fp: 


F, = 2Fr cos = 2u P cos = i (2) 


- 


Pentru a sc evila alunecarea este necesar ca: 
i a >. Q x 

F< F= 2P sin — S 2pP cos —, (2) 
2 2 


sau: 


tg = p= a $ 2p. (4) 


Fig. 1.36. 
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Deci deschiderea maximă a foarfecei pentru evitarea alunecării sirmei este: 


o = 29 = 2 arc tg u, (5) 


max 
Numeric avem: 


&max = 2 arc tg 0,1 = 12°. 


1.37. Coeficientul de frecare la alunecare dintre un corp și supra- 
fața unui plan înclinat pe care se află corpul (ñg. 1.37) este u. 


Să se determine unghiul pe care trebuie să-l facă direcția forței de 
tracțiune în sensul urcării corpului pe planul înclinat, cu linia de cea 
mai mare pantă a planului, astfel încît această forţă să fie minimă. 


REZOLVARE 


Prin proiectarea tuturor forţelor pe axa Oz 
din sistemul z0y (fig. 1.37), avem la echilibru: 


T cos B — G sin a — u(G cos a — 
— T sin 6) = 0. (1) 


Prin T s-a notat valoarea forței de tracțiune, 
iar prin 8B unghiul direcției acestei forțe cu linia de 
cea mai mare pantă a planului înclinat. 

Din (1), rezultă valoarea cea mai mică a for- 

Fig. 1.37. tei de tracţiune pentru a pune corpul în mişcare 
în sensul urcării pe planul înclinat. 
Explicilind din (1) pe T, se obţine: 


„Sin e + u cos a 
cos B + usin B i 
Luînd în considerare că u = tg ọ (e fiind unghiul de frecare al corpului pe 


plan), înlocuind în (2) p = ig ọ = Dmg 
cos 


T=G (2) 


, se obţine: 
r= g. Sine + 9) (3) 
cos(e — p) 


Valoarea minimă a limitei inferioare a efortului de tracţiune necesar dat 
de (3), se obţine pentru maximul numitorului acestei expresii. 
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Într-adevăr deoarece G, « şi ọ sînt constante, avem: 


cos(p — p) = 1 = ọ — B = 0 => B = ọ = arc tg p. (4) 


Introducînd (4) în (3), se obține: 


Tmin = G sin(a + ọ) = G 


sin & + p COS æ . (5) 
Vii ` 


1.38. Să se determine valoarea maximă a unghiului virtului unei 
pene ce are secţiunea transversală de forma unui triunghi oarecare, 
astfel încît după ce pana este bătută să se autofixeze în lăcaşul ei. Coefi- 
cienţii de frecare dintre feţele laterale ale penei şi pereţii lăcașului sint 


Ha ȘI Ha: 


Se va neglija greutatea proprie a penei și se va considera că pana 
este bătută după direcţia înălţimii ce cade din virful corespunzător 


unghiului penei pe capul acesteia. 


REZOLVARE 


Presupuniînd că pana a fost introdusă 
în lăcaşul ei, condiţia ca ea să se auto- 
fixeze (autofrîneze), este ca valoarea for- 
tei Ọ necesară scoaterii penei din lăcaș 
să fie pozitivă sau cel puţin nulă (fig. 
1.38): Q 2 0. 

Determinăm valoarea forței Q pentru 
echilibrul penei, scriind ecuațiile de pro- 


iecții ale forțelor ce acționează asupra ei 
în sistemul de referință xOy: 


2 Fx = N, cos B — N, cos a + 
+ Za sin B — Te'sin a = 0 (1) 
ZF,=0+%N, sin a + N, sin B — 
— T, cos « — T, cos B = 0. (2) 


5 — Probleme de limită şi extrem fn fizică 
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Fig. 1.88. 


Prin N, N: şi respectiv Ti, T, s-au notat forțele de reacțiune normale pe supra- 
fețele laterale ale penei şi respectiv forțele de reacțiune tangențiale datorate frecă- 
rilor dintre suprafețele laterale ale penei şi pereții lăcașului. 

Unghiul vîrfului penei y = e + f iar T, = u, N, ṣi To = aNg 

Ecuațiile (1) şi (2) se mai pot scrie deci şi sub forma: 


Na(cos B + u sin B) — N, (cos a + p sina) = 0 (3) 
Q + W,(sin a — u, cos «) + Wa(sin B — g cos B) = 0. (4) 
Din (4), rezultă: 
Q = N, (tu cos «a — sin a) + W,(uz cos B — sin B). (5) 
Punînd condiţia de autofixare a penei, din (5), rezultă: 
N,(gı cos a — sin «) > Wa(sin B — ue cos B). (6) 


= Din (3) însă avem: | 
Nar eri ae a | | | (7) 
cos B + u sin B 


Înlocuind (7) în (6) şi introducînd unghiurile de frecare tg o, = u şi tg e. ai Ua 
se Obține în final: 


tele. — a) > tg(B — pa) 


a + BSP t P> YS tP (8) 
Deci pentru autofixare, avem: 


Sauc 


Ymax = Pı + Pa = arc tg te, (9) 
1 — pike 


În cazul în care p, = p = g, adică i = pp = q, relaţia (9) devine: 


Ymax = 2P = arc te- = = 2 arc tg u. (10) 
Notă: Condiţia de „alicofiinaro) i a penei : putea fi pusă şi pe considerentul că 


IR i> |Ri în care RE = T, + Ta iar R= N, +N 


1.39. Un corp de greutate G este menținut în echilibru prin inter- 
mediul unui fir pe un ghidaj, avind forma unui sfert de cerc (fig. 1.39). 

Coeficientul de frecare dintre corp şi ghidaj este u. Să se determine 
valoarea unghiului «, pentru care forța de întindere în fir este minimă, 
la limita echilibrului cînd corpul tinde să urce. 
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REZOLVARE 


Scriind ecuaţiile de proiecţii ale forțelor ce acţionează asupra corpului în sis- 
temul zMy, se obţine: 

E X; = S cos y — G sin a — Ff = 0 (1) 

E Y; = N + S sin y — G cos a = 0. (2) 

Pentru a explicita valoarea unghiului y se 

observă că în triunghiul isoscel OMN avem: 


AN, AN, 
MON + 20MN =. 


Dar: 
AN, 
MON = => iar Gu = 2 y. 
Deci: 


ri iii i-a j=% 
2 2 


Fig. 1.89. 
din care: 

T & 

= ———, 3 

a e (3) 
Înlocuind (3) în (1) şi (2), se obține: | 

s cos (2 — $) - G sin a — Ff = 0 (4) 

& 2 
N + ssin(£—2)- Gesam o (5) 


De asemenea pentru echilibru la limită avem: 
Ff = uN. (6) 
Rezolvind sistemul de ecuații format de (4), (5) şi (6) în raport cu S = S, 


se obține: 
. sin « + p cos a (7) 


cm (35) + esia (2—2) 


Înlocuind în (7) pi tg ọ = z ză (p este unghiul de frecare dintre corp și 
P R 


S= s = 


ghidaj), avem: 


5r 


Valoarea unghiului «œ pentru care S ia valoarea cea mai mică rezultă din ecuaţia: 


1 -2 [tee + e) ie(2—2- 3] 


= =G = 0. 
% T (e d 
sec cos | — — — — 
(e + p) | R e) 
Se obține deci ecuația: | 
eta + e) (22 ) g 


Pentru determinarea lui «, ecuația (8) se rezolvă prin încercări. 


1.40. Deasupra unui orificiu circular de rază r dintr-un plan ori- 
zontal de sprijin se așază o placă circulară omogenă de rază R şi greu- 
tate G (fig. 1.40) astfel incit să-l acopere parţial. 

În punctiil A se suspendă de placă o greutate Q, astfel încît placa 
să se afle în echilibru la limită, avînd tendinţa de a se roti în jurul 
coardei BC. Să se determine z pentru care Q ia cea mai mică valoare, 
inclusiv această valoare minimă. 


REZOLVARE 


Considerînd momentele forţelor care acţionează asupra plăcii în raport cu 


coarda BC (fig. 1.40); la echilibru avem: 
 QG-OD=QA4D (1) 
din care: 
OD FR y 
Q=G CLA = GVR -y 


AD R—-VRÆE—} 
Este uşor de observat că: 


(2) 


AD + DE = z = R+ r— (V — y4 
+V — 5). (3) 


Pentru simplificarea calculelor vom căuta 
extremele funcţiei Q = if(y) şi apoi prin inter- 
Fig. 1.40. mediul lui (8), vom determina pe z. 
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Expresia (2), se mai poate scrie şi sub iorma: 

tii E a 

— R __ 4 - (5) 
Luînd în considerație că 0 < y <r, se observă că Q ia valoarea minimă, 

atunci cînd y ia valoarea maximă, adică atunci cînd y = r. Deci: 


Q=G: 


/RIZR 
— VREI 


Valoarea corespunzătoare a lui z rezultă prin înlocuirea y = r în (3). Se 
obţine: 


Qmin = G (5) 


z= R4r- VR- . (6) 


Notă: Problema se putea evident rezolva şi pe calea exprimării Q = aia însă 
această cale era mult mai grea. 
Într-adevăr, pentru echilibrul plăcii avem: 


GIR — AD) = 045 >Q = 6 -5 — 1). (7) 


Dar: 
| AD = z — DE, (8) 
Pe de altă parte, avem: | 
Vr=(r— DE} = V R- (R — ADPF, 
din care rezultă: 


Desana losas: | (9) . 
R+r—z 
Din (8) şi (9), rezultă 
2(R + r— z) 
înlocuind (10) în (7), se > obţine: 
Q=G 2R+r (R-a +e. (11) 


z(2r — z) 


În continuare se studiază extremele funcției Q = f(z) ete., A ata tal la 
rezultatele (5) şi (6), dar după cum se vede pe o cale mai grea. 
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1.41. Ce forță minimă trebuie să se întrebuinţeze pentru a ridica 
un corp cu masa m, cu ajutorul unui troliu la care se dau D, d şi d, 
(fig. 1.41), cunosciînd că valoarea coeficientului de frecare la alunecare 
în axul troliului este p? Aplicaţie numerică: m = 600 kg, D = 48 cm; 
d = 34 cm; d, = ?,8 cm; p = 0,2 şi g= 10 mjs. 


REZOLVARE 


Pentru a se putea ridica corpul de greutate G = mg 
cu ajutorul troliului este necesară o forță P, al cărei 
moment față de centrul axului troliului O să fie mai 
mare sau cel puţin egal cu momentul forței G față de 
acelaşi punct la care se adaugă momentul cuplului de 


frecare în ax Mp = pN S = u(G + P) ʻ „AN fiind 


mărimea forței de reacțiune totală a lagărului şi fusului 
axului. 


Deci: 
D d d 
. P—>G— + (G + P. 1) 
Fig. 1441, 2 z TP i | 
Din (1), rezultă: 

_  d+uh d + ud, 
P ——— => Pmin = mg-————— 2 
SME D ud, min ED yd (2) 


Este evident că în absenţa frecării în ax (u = 0), rezultă: 


d 
Pmin = mg — .» 
ED 


Înlocuind valorile numerice în (2) se obţine Pmin = 4392 N. 


1.42. Se consideră un mecanism șurub-piuliță la care piuliţa este 
fixă iar şurubul poate înainta provocind stringerea unei piese. Se cere 
să se determine înclinarea filetului pentru care randamentul îmbinării 
șurub-piuliţă este maxim. 

Coeficientul de frecare între filetul piuliţei și cel al şurubului este 
u = tg o = 0,05. 
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REZOLVARE 


Expresia randamentului şurubului la stringere este: 


Wu l 
= —— {1) 
GET l ( 
în care Wu este lucrul mecanic al forțelor utile, iar PV — lucrul mecanic al forțelor 
motoare. La înşurubare, forța utilă este forţa Q (fig. 1.42) iar lucrul mecanic 
pentru o rotaţie a şurubului este: 


Wu = Qp = 2nrQ tg a, (2) 
în care p este pasul filetului şurubului, r este raza 


medie a şurubului, iar œ — unghiul de înclinare a 
filetului. 


Lucrul mecanic al forţelor motoare este: 
W = Mn = 2nrQ tale + ș) (3) 


în care M este momentul cuplului motor (M = | 
= Pl) iar ọ este unghiul de frecare între filetul 
piuliţei şi cel al şurubului (e = arc tg p). 


Înlocuind (2) şi (3) în (1) se obţine: Fig. 1.42, 
y = ———, eel0,—|. (4) 
-tgl +p) 2 | 


Se observă că pentru e = constant, = [(a) este o funcţie continuă şi pozitivă 
anulindu-se pentu «= 0 şi æ = 2 — 9. În acest interval randamentul va avea 


un maxim. 
Avem: 


De a] = est el = o (5) 
da Lig(a + p) "cos? a sin2( + e) ' 


Din (5) rezultă că 2 = 0 pentru două cazuri distincte: 
(A 


1) pentru cazul sin ọ = 0, adică u = tg ọ = 0 ceca ce înseamnă cazul banal 
al absenței frecării cînd într-adevăr 7 = nmax = 1. 

d 
2 


2) pentru cazul cos(2a + ọ) = 0, adică « = , caz care răspunde 


efa 


problemei puse. 
Se observă cu ușurință că pentru œ s dp = >0, iar pentru a > ` — > , 
% 
dy/da < 0 şi deci pentru a = =/4 — p/2, funcţia ņ = f(«) prezintă un maxim. 


Tl 


Valoarea maximă a randamentului mecanismului şurub-piuliţă este: 


Numeric avem: a == 452 — Šte 0,05 == 45° -4 - 3°20” = 490907; 


Nmax = tg? 43°20 = 0,65. 


1.43. Apa dintr-un canal de formă dreptunghiulară este oprită cu 
ajutorul unui bloc de forma unei prisme-drepte. Înălţimea blocului : 
este k iar densitatea materialului din care este confecționat este p. 
Ce grosime minimă trebuie să aibă blocul pentru ca apa să nu-l răs- 
toarne, apa fiind aproape de deversare? | 


REZOLVARE 


Forţa cu care apa presează blocul (fig. 1.43), este: 


0 + Pma; o 
F = P medie * S gs. (1) 


Dar: 


Pmax = oh; S = lh. (2) 
Înlocuind (2) în (1), rezultă: 


R2 


Pentru ca blocul să nu se răstoarne este necesar ca 
momentul de răsturnare M, al forței F în raport cu 
muchia AB a blocului (fig. 1.43) să fie mai mic sau 
cel mult egal cu momentul de stabilitate Ms a greu- 
tăţii G a blocului față de aceeaşi muchie: 


M< Mas P-y SG: 2 (4) 
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în care y este distanţa de la fundul apei pînă la punctul de aplicaţie al forței F 
(centrul de presiune). Pentru a determina cota y, vom evalua Mr, considerînd o 
suprafaţă infinit mică ds = ldz asupra căreia acţionează forţa dF la distanța z de 
suprafaţa liberă a apei (fig. 1.43): 


dF = p(z) ° dS = pogzidz, x € [0, h]. (5) 
Momentul acestei forțe în raport cu muchia AB al blocului este: 
dMr = dF(h — z) = Poelz(h — z)az. (6) 


Prin integrare, găsim Mr: 


h | | m æ hè h 
Mr = \ dMr = Iz(h — z)dz = pgl| h — — — [e leii 
T | r fese ( ) Po5 2 3 ,= PoS 23 (7) 
Pe de altă parte însă, avem: 
he | 
M,=F' Y = Poly. (8) 


Comparind (7) cu (8), cozii =È 
Revenind la (4), avem: 
Pogl Z z =< pglhd ; < 


a sinaat -> (9) 
P , . E% 


din care: 


1.44. Un areometru este constituit dintr-un mic balon de sticlă care 
are volumul exterior V şi care se continuă cu o tijă cilindrică de lun- 
gime ļ şi de` secţiune S. Introducînd areometrul în apă distilată, se 


constată că tija pătrunde pînă la distanța =, (n > 1). Să se deter- 


mine valorile maxime și minime ale densităţilor lichidelor ce pot î măsu- 
rate cu acest areometru dacă V = si, (k >41). 


REZOLVARE 
Notăm cu m masa areometrului. Introdus în apă distilată se scufundă pînă 


a 
n 


l . 
mg = poat poS =E. E (1) 
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Densitatea minimă ce poate îi măsurată (areometrul se scufundă integral în 
lichid) rezultă din: 


mg = P min VE + PminSl8. (2) 
Din (1) şi (2), rezultă: 


4 +nk 
e 0 . 3 
Pmin = n(i + k) (3) 


În lichidul de densitate maximă pax» [tija rămîne în afară şi deci: 
mg == Pmax Ye; (4) 
Din (1) şi (4), rezultă: 
Pmax = [ + iri LE (5) 


1.45. Se dă un canal hidraulic cu secţiunea trapezoidală de. arie 
J (fig. 1.45). Cunoscînd că panta taluzului este constantă 
tg a = m = 1, să se determine raportul dintre baza mică și înălțimea 
secțiunii i trapezoidale a canalului hidraulic, astfel încit să rezulte peri- 
metrul minim udat. 


REZOLVARE 


= Nottnd cu k şi respectiv cu b, înălţimea şi respectiv baza mică a secțiunii trape- 
zoidale a canalului hidraulic (fig. 1.45), perimetrul udat este: 


P=b+ a) 


COS œ 


Cum însă cos a = — În (0< x < 5 
Vi + teza 2 
şi cum tga = m, avem 


P=b 42h 1pm. . (2) 
Notînd = z, rezultă: 


Fig. 1.45. P= h(z +2 V/ 1 F m). (3) 
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Pe de altă parte aria secţiunii canalului este: 
A = h(b + mh), 


sau: | 
| A = h2(z + m) 
din care: 
- 
h = ——, h>0). 4 
Va t>o % 
Înlocuind (4) în (3), se obţine: 
A PNI SE e 
r= y/ (+2 V 1+ m). (5) 
z+ m ` 
Deoarece A şi m sînt constante, rezultă că P prezintă un extremum cînd = =Q. 
A r 
Deci: 
dP _ =z z—2 (y1 +- m? — m) _ 
dz Va 2(x + m)3/2 = 0, 
din care: 
a = 2(V/ 1 F m — m) (6) 
sau: 
z 2 0,83. 
Pentru a stabili natura extremului dat de (6), avem: 
dp VA. 2(3V TF m — 2m- 2, 0) 


dz? h (2 -+ m)5/2 
Înlocuind (6) în (7), se obține: 
d?P Va 


— 
ome 


dz? 2(2V 1 F mê — m)” 


Deci pentru z dat de (6), P prezintă un minim. 
Substituind (6) în (5), se obţine valoarea minimă a perimetrului udat: 


Pain = 2 V A(2V 1 F m = m) (8) 
sau: 
Pmin & 27V A. 
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1.46. Un vas tronconic plin cu apă are diametrul bazei mari ut, 
diametrul bazei mici d și înălţimea R. 

Presupunind că vasul se rotește în jurul axei sale verticale cu o 
turație constantă, să se determine turaţia minimă pentru care vasul 
se golește complet. Se va considera 7z? 7x g şi se vor neglija îrecările. 


REZOLVARE 


Rotind vasul, datorită efectului forței cen- 
trifuge (îig.1.46), apa din vas ia forma unui para- 
boloid, astfel încît apa se ridică golind vasul. 

Considerînd o particulă M de apă cu masa m 
aflată pe fundul vasului (fig. 1.46) şi avînd în 
vedere că pereţii vasului sînt plane înclinate, 
condiţia ca particula să părăsească vasul este: 


Fe COS a >> mg sin a, (1) 


Dar: 


d 
Fig. 1.46. Fe = butoi (2) 


Înlocuind (2) în (1) şi explicitind w, se obţine: 


o> Vica e. m: | (3) 


Din triunghiul MBD, rezultă: 


dh 
pie EF (4) 
Deci: 
gh gh 
2 a e ai pei 9 y o 5 
o > V > Omin Vata (5) 


nn . w 
TȚinînd seama că omin — —ap Sică: z2 7 g, rezultă din (5): 


h r 
nmin = 60 V gg piein (6) 


w ’ 


1.47. Un vas cu pereţii verticali în care nivelul apei este menţinut 
constant la înălțimea h, se află pe un plan orizontal. 

Dintr-un orificiu practicat în peretele vasului se scurge apa (îig. 1.47). 
Să se determine poziţia pe care trebuie să o aibă acest orificiu pentru 
ca distanţa la care ajunge jetul de apă să fie maximă. Să se afle această 
distanță maximă. 


REZOLVARE 


Notăm cu 0 orificiul peretelui vasului 
(fig. 1.47) amplasat la adîncimea variabilă z 
considerată de la nivelul apei. 

Alegem un sistem de axe de coordo- 
nate zOy ca cel din figură. Traiectoria unei 
particule de apă este dată de ecuaţia cu- 
noscută: 


=s ge a 
gu (1) Fig. 1.47, 


în care v este viteza de scurgere a apei prin orificiu, 
Planul traiectoriei taie planul orizontal pe care se află vasul după dreapta BA 
a cărei ecuație este: 


y=h-—a (2) 


Abscisa d a punctului A se află prin rezolvarea sistemului format de (1) şi (2) 
în raport cu z: 


= d= Šoth — a), © (8) 


conor formulei lui Toricelli, avem: 
2 = 2g3. (4) 
Înlocuind (4) în (3), se Sp, 
dă = —43? 4- hhz. (5) 
Maximul lui d? rezultă a avea loc pentru: - 


| 4 l h | 
aT Ru Sn (6) 


în care z şi za sînt rădăcinile trinomului de gradul doi în z din membrul drept al 
relației (5). 
Înlocuind (6) în (5) se obține: | 
dmax = h. - (7) 
& 
"I 


1.48. Un vas plin cu un lichid presupus ideal de o anumită densi- 
tate, este deplasat printr-o mişcare uniform accelerată pe orizontală cu 
acceleraţia a. La distanţa d de capătul vasului (fig. 1.48, a), acesta are 
un orificiu. Să se determine înălţimea maximă a traiectoriei jetului de 
apă ce iese prin orificiu faţă de vasul în mişcare. Înălţimea jetului de 
lichid se va considera de la nivelul orificiului (peretelui vasului). 


Discuţie. 


REZOLVARE 


Faţă de vas, jetul de lichid ce ţișnește prin orificiu va descrie o mișcare com- 
pusă, rezultată dintr-o aruncare verticală în sus cu viteza iniţială v, şi o mişcare 
accelerată pe orizontală contrară mişcării uniform accelerate a vasului. 

Viteza iniţială de ţişnire a jetului de lichid prin 
orificiu se deduce din legea lui Bernoulli, care se 
___ Teferă la lichide ideale şi este: 


în care p este presiunea absolută la orificiul ce 
se află la distanţa d. Ea este: 


sda 

p= pi + po = + poet 
A 3 + Po = pad + Po (2) 
Fig. 1.48, a şi b. în care p; este presiunea iniţială, s — aria secţiunii 


vasului, pọ — presiunea atmosferică, m — masa lichidului pe porţiunea d din vas 
şi p — densitatea lichidului. 
Înlocuind (2) în (1) se obţine: 


Studiind mișcarea jetului de lichid în sistemul de referinţă zOy solidar cu 
vasul (fig. 1.48, c), ecuaţiile parametrice ale traiectoriei jetului de lichid, vor fi: 


y=vt— a = Viat- e (4) 
z=d+3 (5) 
9 
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Eliminind timpul t din (4) şi (5), se obţine ecuaţia traiectoriei. Astfel din (5) expli- 


cităm t: 
t= ye. 16) 
“ ` 
„M(x, ymax) 
a 
F X 
o F ig. 1.48, .C, 
Înlocuind (6) în (5), se obţine: 
y=2V le =d — Eea) (7) 


relaţie ce constituie ecuaţia traiectoriei. 
Evident domeniul de existenţă a funcţiei (6) este z e [0, co). Pentru a găsi ymax 
avem: 


Lae dăm. e) 


din care: 


Pentru a stabili natura extremului dat de (9), avem: 
dèy Vă 
d2z 2(z — d)/z—d 
Înlocuind (9) în (10), se obţine: 


d2y FII 
lea ao, 
dz? 2a5d în 


(10) 
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2 
Deoarece i < 0, pentru (9) y are un maxim, a cărui valoare rezultă înlo- 


cuind (9) în (7): 


Ymax = LaF A (11) 
= Æg 


DISCUȚIE 


1. Evident că valoarea cea mai mare a lui ymax este înregistrată atunci cind 
orificiul ar fi practicat la capătul vasului. Deci dacă ? este lungimea vasului avem 
d e [0, J] şi: 


(ymax)max = £], 
8 


2, Punctele de intersecţie cu axa Oz(y = 0) a curbei traiectoriei sint: z, =.d 
2 
g? 


Se poate uşor arăta că z* împarte [domeniul dintre z, şi z în raportul T 


Într-adevăr avem: 


zt— =d EE SE d 
g? 
deci: 
-tn _ 1 
za — z* 3 


1.49. Să se efectueze un calcul aproximativ al puterii maxime şi să 
se determine turaţia unei roţi hidraulice, acționată de jos (fig. 1.49) 
dacă se cunosc: înălțimea coloanei de apă k, secţiunea transversală a 
vinei de apă S şi diametrul roții D. 

Vina de apă acţionează continuu asupra paletelor şi după ce le 
lovește cade, în jos. Se va considera x? 22 g. Aplicaţie numerică: kh = 5m; 
S = 0,6 m? și D=3m. 
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REZ OLVARE 


Viteza jetului de apă la € ciocnirea cu paleta roții hidraulice este dată de legea 
lui Toricelli: v = |/-2gh. i 

Vom presupune că jetul de apă după ciocnirea de paletă continuă mişcarea, cu 
viteza paletei va(vp-< v). 

În acest caz debitul .masic::Qm = S(v — 
— 9h)pa = S (V 2għ — vk) pa pierde 'în fiecare 
unitate de timp viteza v — va = |/ 2gh — wi. 


OUT A 


Din această cauză, asupra roții acţionează 
- forța F = S(V/2gk — vh)? Pa, astfel că puterea 
roții hidraulice este: | 
P=Few= PER paz Sth 2) -U) 
Pentru a determina . extremele funcţiei 
P = lun), avem: Fig. 1.49. - 
42 = I l 
teal LU (//2gh — vr) (/2għh — 3v) = 0 9) 
din care: 


o = Vâgh — ceea ce nu este posibil deoarece vp < v = |/2zh; 
Vah = 2 V/26h | (3) 
Se observă cu ușurință”din. (2) că pentru vp Eug za > 0 iar pentru v > 
> Vah s= < 0 şi deci pentru Yr = Vk, funcția k P = i(v}) prezintă un maxim. 
Înlocuind (3) în (1), se obţine: 
Prr = (2) -S + pa: (4) 


Viteza unghiulară de rotaţie optimă a roții hidraulice este: 


__ 2vak 
D 


Dr 90 „— 20 ,— 
= — |y 2g > n = — yV 2gh x — V 2h. 5 
T R f nD V ui D 4 (5) 
Înlocuind valorile numerice în (4) şi (5) se obține: Pmax = = (2-9,81 .5)3/2 + 


+ 0,6 - 1 000 = 86 368 W = 86,368 kW; n = = V T,5 = 31 rot/min. 
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6 — Probleme de limită şi extrem fn fizică 


1.50. Să se determine viteza maximă a unui corp ce cade într-un 
mediu viscos şi care opune o rezistenţă proporţională cu pătratul vitezei 
de cădere (R= kv?; k >0). 

Să se particularizeze apoi relaţia ce se va obţine pentru cazul căderii 


în aer în care k = — z PS (expresia legii lui Newton pentru R) și unde C 


este o constantă ce depinde numai de forma corpului şi de starea supra- 
feţei lui, p este densitatea aerului iar s este aria secţiunii transversale 
maxime a corpului. 


REZOLVARE 


Ecuația mișcării corpului pe verticala descendentă Oz 
(tig. 1.50) va fi: 


dêz 
m — = mg — kv? | 
ae g | (1) 
sau: 
m LL mg — kv?. (2) 
dt 


Împărțind ecuația (2) prin m şi separind variabilele, 
avem: 


=N sai (3) 
Fig. 1.50. me — vă m 
k 
Făcînd în (3) substituția ra = a2, se obţine: 
PERI ERE E PI | (4) 
u? — a? m 
Integrînd ecuația (4) se obține: 
Am ee C (5) 
2a v—a m 
Ținînd seama de notațiile făcute vom obține: 
1 m Vkv+V/me Vic, (6) 


2V mg  Vme— 4 kv m 
Utilizind condițiile iniţiale: la t = 0; v = 0, rezultă C, = 0 şi deci 


Vă Vima _ S 4 


V mg — Vko 
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(7) 


din care: 


m ais A 
„male ™” -1 = Va( Ve )- (9) 
k 27/29 ; k m 


Valoarea maximă a vitezei de coborire se calculează din condiția: 


| SES yÈ: AR | 
5 mg | e m A mg 
Umar = lim — | — | = —. (9) 
vk oÈ i i 
e m` +4 


Teoretic o astfel de viteză nu s-ar atinge niciodată, deoarece e icorespunde 
la t— co. Practic însă, membrul doi al egalităţii (8) ia valori apropiate de 1 după 
cîteva secunde din momentul lansării corpului. 

Este de observat că viteza maximă dată de (9) este atinsă de corpul în cădere 
atunci cind R =G. 

Particularizare. Expresia legii lui Newton pentru R este: 


R= k= S psu?. (10) 


Înlocuind (10) în (9), se obține: 


ARE = yz cne: (11) 


Dacă corpul considerat este o zl alai expresia (11) dă viteza maximă cu care 
paraşuta atinge pămintul. 


1.51. Se dă un corp greu M de dimensiuni reduse şi avînd masa m. 
El este aruncat pe verticală cu viteza iniţială v, (fig. 1.51). 
_ Cunoscind :că aerul opune :0 rezistență proporţională cu viteza 
R = .k?mu(k '>:4), -să :se determine înălțimea maximă pină la care se 
ridică corpul. Discuţie, generalizare. 
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REZOLVARE 


Ecuația diferenţială a mişcării pe direcţia Oz ([ig.::1.51), este: 


d E di 
Împărțiad ecuaţia (1) prin m, se obține: . 
2 
dz = —g— k? dz A 
dt? - dt 


ecuația (2) se poate pune sub forma: s 


— = — g — kv 
di. A 
Separind variabilele în (3), se obţine: : 
RET, A 
g+ hi 


Integrînd între 0 şi t ecuaţia (4), se obţine: 


v dy. t 
| - =f — dt = — t. 
vo g + kë 0 : 


Deci: 


d k? kj 
și din care printr-o nouă integrare, obţinem: 
E ggf -e 
z(t) = — to + e~" dt,- 
j k? ( i J |, 
adică: 


aaa E 1 j £ j akii A 
z(t) = ri, a z (+ St — eh), 


Luind. în considerare că 2 = v(t), iar v(0) = Vo 
t. 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


Momentul ż, pentru care corpul ajunge la înălțimea maximă se obține scriind 


condiția v(t) = 0. 
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Punînd această condiţie în (5), se obţine: 


e” Eth == ___1 k (7) 
Vok? 
tpa 
l4 
Înlocuind (7) în (6) se obține z(1,) = k max: 
z(t) = — fh ko (8) 


Din (7), rezultă = n | i i pe care înlocuind-o în (8), obţinem: 
t ; 5 i 


f 2 
hmax = e — £ ln (+ PE, (9) 
Plecînd da la constatarea că: 


r æ 
In (1 + æ)—|zr—-— + 
mata) (+ + 2 
lim e n =, 
x->0 ză. 4 
şi deci dacă || este suficient de mic, avem aproximația: 
È r 
(1 + 2) Fu 


şi aplicînd-o în (9), avem: 
n (1 pat E) ze 296 vk e pL Eaj 
g g 218 sl eg 


PE: . 
vok? (10) 


Se obține în final: 


DISCUȚIE - 


i n. 
1. Este uşor de observat că atunci cînd k = 0, hmax = = a adică înălţimea 
maximă ce s-ar obţine pentru vid. (R = 0). 


2, Aerul opune- corpului în: mişcare- o: rezistenţă: opusă vectorului viteză v, 
a cărei mărime:tste:o-funcţie -de-modulul:vitezei v. În general mărimea rezistenjei 
aerului se:reprezintă printr-o - unope de forma: mgt (v): 


-Introducînd versorul vitezei "A forța: de- rezistență: R a aerului se va scrie 
; —> 


pa v 
.R = — mgf{v) —. 
v 
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Deci ecuaţia cea mai generală a mişcării corpului scrisă vectorial este: 


—> 


-> 
m aN mg — mgf({v) 2; (11) 
di v 


Scriind ecuația (11) pe axa Oz, verticală ascendentă (fig. 1.51) obţinem: 


dz i 
m pc iad mg — mgil(v) . | (12) 
. , k?v 
în cazul problemei s-a aproximat f(v) = —. 
£ 


8. Legea de rezistență f(v) trebuie astfel aleasă încît oricare este v >> 0 să 
avem 0 < f(v) < 1. Pe de altă parte, rezistența aerului crește cu viteza corpului; 
vom admite deci că f(v) este o funcție crescătoare. 

4. Determinarea legii de rezistență, adică a funcției f(v) constituie una din 
problemele de bază ale aerodinamicii. În acest domeniu cercetarea teoretică trebuie 
mereu confruntată cu experiența practică. 

O aproximație a legii de rezistență, frecvent utilizată este de forma f(v) =kun, 
în care k este o constantă, iar n un exponent pozitiv, întreg sau fracționar. 

Dacă v > 0, este totuşi destul de mică se poate lua n = 4. 

În general se ia: 

n = 2 pentru v < 250 m/s 

n = 3 pentru 250 m/s <v < 500 m/s 

n = 5 pentru 500 m/s <v < 700 mjs 

n = 4,7 pentru 700 m/s < v < 1200 m/s. 


1.52. Să se determine viteza maximă şi expresia spațiului parcurs 
în căderea unei sfere mici, într-un mediu viscos, în care rezistența este 
proporţională cu viteza (R = kv, v >0). 

Problema se va rezolva pentru două cazuri distincte: 

1) în cazul în care densitatea sferei este mai mare decit densitatea 
mediului (e > p'), cunoscindu-se raza sferei r și k = Gyr (formula 
lui Stokes), în care ņ este coeficientul de viscozitate al mediului iar 
căderea este liberă; 

2) în cazul în care p < p’, mişcarea făcindu-se cu viteza iniţială v 
şi cu menţinerea celorlalte condiţii de la punctul 1. 
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REZOLVARE | 
4. În cazul în care p > p’, ecuaţia mișcării sferei este: 


dv 
— =G kV, 4 
Pi a — (1) 


în care Ga = (p — p”)Vg unde F este volumul sferei. 
Rezolvind ecuaţia diferenţială (1), obţinem viteza la orice moment de timp. 
Separind variabilele, avem: 
= 1 a, l (2) 
m 
jar după integrare se obține: 


E A ko) N o (3) 
k m 


Punind condițiile inițiale t = 0, v = 0, rezultă C = — Sn Ga şi pe care 
gubstituind-o în (3), se obține: 


n (1 — no = Se (4) 
A Ga m 
din care: 
i | 
o = Sala — — e mt), (5) 
k 
Viteza maximă în cădere este: 
zS 
RI EEE = EE m Jta, (6) 
l-> co i->% k k 


Înlocuind în (6) Ga şi k cu expresiile lor, se obține: 

Umax = 2(e — e) reg ; | | (7) 
Mm 

Este uşor de observat că valoarea limită (7) a vitezei este atinsă cînd R, care 
creşte proporțional cu viteza, devine egală cu Ga. Atunci forţele, fiind de sens contrar, 
se echilibrează, iar sfera cade-în continuare rectiliniu şi uniform. 

Din (7) rezultă că viteza de cădere a sferei într-un fluid viscos este proporţională 
<u pătratul razei sale. Deci cu cît sfera este mai mică cu atit cade mai incet în 
fluidul dat. 

Formula lui Stokes, R = 6rnrv, este aplicabilă la căderea unei sfere în lichid și 
da căderea sferelor mici în mediu gazos, care în acest caz, poate fi considerat visoos, 
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În acest sens, relaţia (7) descrie destul de bine căderea unei picături mărunte de ceaţă 


în aer. A 
Pontru a determina spațiul parcurs de sferă, plecăm de la relația (5). 


seli), 
de unde, 
_a, a 
üz = (Ge — Ga a Jar (5) 
k k 
Intregrînd ecuaţia (8), se obţine: 
G mGa “R! 
a a m 
i a +C. | (9) 
Punind condiţiile iniţiale, t = 0, z = 0, rezultă constanta de. integrare C = 
aa ca Ga . Introducind valoarea lui C în (9) se obţine în final: 


ER 
t+ a p m A i) (10) 


2. În cazul în care p < ọ', asupra sferei acționează o forță ascensională Fa= 
= -(p' — p) vg. Luînd în considerare că R = kvu şi că la i = 0, viteza sferei este v = Vo 
ecuația mişcării sferei este: 


me — (Fa + kv) 
dt 
sau: ; 
dv 
—m ~~ = Fa ii kv. (14) 
dt | | | 


Semnul (—) din (11) arată că odată cu Fe ata timpului, viteza scade. Inte- 
grind această ecuaţie în mod analog cu cazul precedent, se obţine: 


k 
— — Í 
pata tko y m a i (12) 
m © k l 


Din relația (12) rezultă că, în cazul considerat, viteza scade de la vo pînă la zero. 
Timpul după care se opreşte sfera poate fi calculat din (12), punlnad fonaiia v= 0, 
vom avea: l 
= E ja Za E kto, C (13) 
k l Fa i i or 
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După acest timp la care sfera s-a oprit, ea începe să se miște în sens contrar vite- 
zei iniţiale. Acest lucru rezultă din (12) cînd pentru t > 4. Şi în acest caz avem: 


k 

1 . [Fa + kuo “m F F 

v = lim v = lim (rtm Fa) Fa 14 

max T po ipo pi e zi (14) 
Valoarea dată de (14) se obţine atunci cînd rezistența R egalează Fa, după 

care sfera se mişcă în continuare rectiliniu şi uniform. Înlocuind în (14) valoarea Baia 

şi k, se iai ai: 


_ 2le' — ere 
Max 9% e 

Expresia (15) este similară cu (7) şi este aplicabilă la mişcarea unor sfere cu densi- 
tăţi mai mici decit a apei, în apă, precum şi în cazul mişcării unor bule de aer în 
lichid etc. 

Pentru a determina spaţiul parcurs de sferă, se procedează în mod analog, ca şi 
ia punctul 1, integrind ecuaţia vitezei dată de (12) şi se obţine: 


v (15) 


R 
i gi | 
m (Fa + kvo) , dea M ) Fa E (16) 
k k 


Spațiul parcurs pînă la oprirea sferei se determină înlocuind (13) în (16). 


+ = 


1.53. Un oscilator alcătuit dintr-un punct material de masă m = 
= 2 . 10 kg atirnat la capătul unui arc, se mișcă sub acţiunea forței 
elastice a arcului și a greutăţii masei, ecuaţia elongaţiei avind forma: 


1 > T 
= —sin— (t+ 1 
y = Din (t+ 1), | 
unde y este exprimat în metri. Să se determine viteza şi acceleraţia 
maximă a punctului material precum și valoarea maximă a forţei care 
acţionează asupra acestui punct. 


REZOLVARE 


Comparind ecuaţia dată cu ecuaţiile generale ale unei oscilaţii: 
y = A sin(ot + ọ) 
v = Aw cos(ot + e) 
a = — Ao? sin (ot + p) = — w?y i 
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obţinem: 
pap = Ao =. E = 10,466 * 10-2 m/s 
5 6 


PN | 
apar = Act = = (=) = 5,476 * 402 m/s2, 


Forţa maximă care acţionează asupra punctului material este: 


Paz = Ma par = 2 * 1072 ° 5,476 * 1072 = 10,952 + 404 N, 


1.54. Legea de oscilație a unui punct material de masă m, este 
z = B |sin nt — Ti cos ni|. Să se determine: 1) viteza maximă a punc- 


tului în decursul oscilaţiei şi momentul de timp la care se realizează, 
considerat, din momentul în care a început mișcarea; 2) forța maximă 
ce acţionează asupra punctului material în cursul mișcării. Aplicaţie 


numerică: m = 2g; B =5\/ 3cm şi n = 10 rad/s. 


REZOLVARE 


1. Ecuația ce exprimă legea de oscilație a punctului material se poate pune 
sub forma z= A sin(nt + e). 
Făcînd identificarea: 


B sin nt — sin nt = A Sin nt COS p + A cos ni sin ọ, 


se obţine: 


A cos e = B a) 
— y 3 Asin ọ = B. (2) 
Din (4) şi (2) prin împărţire, se obține: 
1 7 
= — —— > ọ = — ~ rad. 3 
sud dili 73 ea a 
Deci: 
B 2⁄3 
A = cop a B. (4) 


În acest fel legea oscilaţiei punctului material se poate scrie sub forma: 


21/3 : Te | 
> a B sia[n- 2). (5) 
Viteza punctului material, este: 
dz 2n 3 < 
va u 3 B cos(a — 3). (6) 
Din (6) se observă că viteza maximă a punctului se realizează cînd: 
cos (w E)=1e m- Eos E. (7) 
6 6 ôn 
Deci: 
2n V 3 
om = 2È B. (8) 
2, Forţa ce acţionează asupra punctului material, este: 
F=ma=m—=m Ec 
t di? 
- sau; 
2 
pa — PEEV p sin (m — 2). (9) 
3 6 
Deci: 
2mn2// 3 
Paso CA B, (10) 
atunci cînd: l i 
sinn- E= tomis, (11) 
6 6 2 3n 


Înlocuind valorile numerice în (7), (8) şi (10), se obţine: 


“max = 1 m/s; £= 0,052s şi Finar = 10 mN. 


1.55; Un corp de masă m este lansat cu viteza v, pe o masă orizontală 
fără frecare. După parcurgerea unei anumite distanţe cu viteza con- 
stantă v el întilnește un arc de constantă elastică k, astfel încît viteza vo 
este coliniară cu axul arcului care are cealaltă extremitate fixă. 
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Se cere să se determine: 

a) intervalul de timp care se scurge între women în care corpul 
ia contact cu arcul şi momentul opririi sale; 

b) deformația maximă a arcului; 

c) tensiunea din arc în momentul opririi corpului (tensiunea maximă). 


REZOLVARE 


a) Din momentul în care corpul ia contact cu arcul şi pînă se desprinde de 
acesta, corpul se mişcă după legea: 


z = A sin (wt + ọ); o= Ve. (1) 


m 

Viteza de mişcare a corpului în această. situaţie este: 
v = Aw cos (ut + o). (2) 
Alegînd sensul pozitiv al axei de mişcare a corpului în seasul comprimării arcu- 


lui și originea timpului — momentul în care corpul ia contact cu arcul, condiţiile 
iniţiale ale mişcării corpului sint: la t == 0, z = 0 și v = vo 


Deci: 
Asingp=0>p=0 (3) 
Aw CoS p = v > A [= o =". (4) 
| w COS Ọ | k 
Introducînd (3) şi (4) în (1) şi (2), se obține: 
š z=0 yz Sin ot; V = V, COS ol. . (5) 
Condiţia de oprire se exprimă prin v = 0 cînd i = tu. 
Deci: 
T T T m 
0 = V, COS ol > ol = — > h a — all M —. 6 
„cos at, e at e Es e E E y? 6 


b) Evident că pentru timpul dat de (6), deformația este maximă. Astfel avem: 


Zmar = Vo y= esin ot, = Vg yz sin Ve. zy» = V yz i (7) 


c) Tensiunea din arc în momentul opririi corpului (tensiunea maximă) are 
valoarea: 


Tmax = kZmax = kvo y» = vV kme — (8) 
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] 


1.56. Un corp avind masa.m= 8 kg este prins cu două resoarte 
identice avind fiecare .constanta elastică kÆ = 1 936 N/m (fig. 1.56). 

Deplasind corpul cu-4:em din: poziţia de..ecbilibru, aceasta capătă o 
mişcare- oscilatorie. _Neglijind frecările, să -se determine viteza și ener- 
gia cinetică pe care le va avea corpul în momentul trecerii sale prin 
poziția de echilibru. 


REZOLVARE 


Deoarece frecările se neglijează, corpul va fi 
antrenat într-o :mişcare :oscilatorie armonică 
a cărei ecuaţie este: 


z = A sin(ot + 9). (1) Fig. 1.56. pa 
Dar pentru î=0=z=A şi deci A = 4sine>9= z. 
Deci: 
z= A sin (e + =] = A Cos ut, (2) 
Viteza corpului este: 
U = dz = — Áw Sin ot = Aw Cos (o! + =]. (3) 
dt | 2 
Sau: 
U = V nax COS cos | ct + =) : (4) 


La trecerea prin poziţia de echilibru, corpul are viteza maximă deoarece 


a= ot + 2 =0 şi deci: 


Unax = 40. (5) 


Corpul ce oscilează armonic fiind prins de două resoarte montate în paralel 
(ke = 2k), sistemul va avea pulsația: 


U) = Fe == 2k . (6) 
înlocuind (6) în (5), se obţine: 
2k 
v == A — oe 7 
max z (7) 


Evident că pentru acest moment, energia cinetică a corpului este tot maximă: 


2k 
2 mA? — 
mu 
Por -r = —;— m = kA. (8) 


Înlocuind valorile numerice'în (7) şi (8), se obţine: 


mag = 0,88 m/s şi Emax = 31 J. 


1.57. Se dau „n“ resoarte mecanice care se montează odată în serie 
şi odată în paralel. Cunoscind că şi într-un caz şi în celălalt corpul care 
se atașază sistemelor oscilante. formate este acelaşi să se determine 
relaţia dintre constantele. elastice ale resoartelor; respective, astfel încît 
raportul dintre perioada de oscilație a sistemului serie și perioada de 
oscilație a sistemului paralel să fie. minim. 

Care este valoarea acestui raport minim? 

Se neglijează mărimea maselor proprii ale resoartelor precum şi 
frecările de orice natură. 


SOLUȚIE 


Notăm cu „m“ masa corpului ce se ataşază celor două sisteme oscilante şi 
cu ki, i e [1, n] constantele elastice diferite ale resoartelor respective montate 
în serie şi respectiv paralel (fig. 1.57). 

În cazul sistemului oscilant serie, perioada 


i de oscilație este: 
a E oase 
E , Ts = 2r ||» =a m? ,—. (1) 
i i : ks 2 ki 
În cazul sistemului oscilant paralel, perioada 
de oscilație este: 
| 
d 


Tp = 2r yz =% | /——; (9 
-. P 2> ki 
1= 


Făcînd raportul Za , avem: 
| Tp | 


Fig. 1.57. Tp | (È n) (2 1) (3) 


„Deoarece constantele elastice ale resoartelor sînt exprimabile prin numere 
reale, pentru determinarea raportului 2 utilizăm inegalitatea lui Cauchy-Bunia- 


p 
kovski: | 
n 2 n 2 n 2 
ţa 2) ţa 12)> | zan} 1 (4) 
si tei 2=i 
în care facem substituţiile: | | 
= 4 
zi =V ki; n= zg (5) 
În această situație (4) devine: 


ţa t) $a A = i | (6) 


ma ii “i 


înlocuind (6) în (3) se obţine: 


T; : : 
DE > Ne 
7,7 (7) 
Evident avem: 
Ts 
—— = n 8 
Fi IN ) 


dacă resoartele au aceeaşi constantă elastică k, = k, = ... = kn = k, adică sînt 
identice. 


1.58. Un corp de masă m este lansat cu viteza inițială v, pe un 
plan înclinat cu unghiul « față de orizontală (fig. 1.58). 

După ce parcurge distanţa l pe planul înclinat, corpul loveşte centric 
un resort spiral de masă neglijabilă fixat la baza planului. Neglijind 
valoarea coeficientului de frecare dintre corp și planul înclinat şi cunos- 
cînd constanta de elasticitate a resortului k, se cere a se calcula defor- 
maţia maximă a resortului. 


REZOLVARE ° 


Potrivit formulei lui Galilei, viteza cu care corpul loveşte capătul liber al resor- 


tului este: 
v=} vw +2la, (1) 
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în care acceleraţia a în mișcarea uniform accelerată a corpului pe planul înclinat 
rezultă din formula lui Newton: 


F = ma > mg sina = ma > a = g sin a | (2) 
Înlocuind (2) în (1), se obţine:. 
u= V + olg sid æ.. (3) 


Din momentul contactului corpului cu resortul şi 
pînă la Vio ptitga sa,. legea de mişcare -a acestui corp 


este:.. 
z = A sin(ot +9), o= yż .- (4) 


m 


iar viteza 


E dz 
Fig. 1.58. v= E = Aw costat + g). (5) 


Puniînd condiţiile iniţiale ale mişcării corpului începînd din momentul con- 
tactului cu resortul, avem: 


Deci: g 
0= A sinp=>e0=0 (6) 


ù = Ao cos p> A = &, i (7) 


Înlocuind (6) şi (7) în (4), se obține: 


ka vi avi = rea vo + 2lg sin ah (8) 
t= 2 yz- 
2 k 


atunci cînd: 


1.59. Un corp de masă m este prins de un arc de constantă elastică 
k avind cealaltă extremitate -legată la un punct, fix 0. 
Corpul este rezemat fără frecare pe o masă orizontală. 
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În poziţia iniţială (punctul A) arcul și corpul se află pe aceeaşi 
verticală, lungimea liberă a arcului 1 fiind egală cu distanţa de la 
punctul O la masă. 

Se cere viteza maximă ymax cu care poate fi lansat corpul pe masa 
orizontală astfel încit el să nu se desprindă de aceasta. 


REZOLVARE 


Facem bilanţul energetic între poziţia 
iniţială A şi poziţia finală B în care corpul - 
se desprinde de masă, poziţie în care reac- 
țiunea normală exercitată de masă asupra 
corpului este nulă și de asemenea viteza 
este nulă; rezultă (fig. 1.59): 


4 2 k ETUER] 
— a ma + > Vaza —=0, (1) Fig. 1.59, 


deoarece variaţia energiei potenţiale a corpului în cîmp gravitațional este nulă. 
Din (1) rezultă: 


vinu e = FEȚE l). (2) . 


În B, proiectînd forţele pe verticală, avem: 
T cos ọ = mg, (3) 


în care T este tensiunca din arc, iar ọ — unghiul format de arc cu verticala. 
Pe de altă parle avem: 


T=k( V Ë +æ — 1) (4) 

SR SE 

Vera 

Introduciînd (4) şi (5) în (3) şi explicitind py 1? + z? , se obţine: 
kl? 

kl — mg 


cos ọ = 


(5) 


V EF Ë= (6) 


înlocuind (6) în (2) şi explicitind Vmax, avem: 


mgl k | 
v = — —. 7 
m-pa VE o) 
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7 — Probleme de limită şi extrem în fizică 


Rezultatul (7) este valabil în condiţia în care kl > mg, deoarece Umag este 
modulul vitezei de lansare. 
Deoarece săgeata statică a arcului este f = T , Tezultă că (7) se mai poate 


pune şi sub forma: 


Umax = I— r "i ° (8) 


Deci condiția kl > mg se poate scrie 7 > f. 


k æ * .. . + bod a e 
Deoarece — = o — pulsaţia oscilaţiilor proprii verticale a arcului şi 
l m 


corpului, rezultă în final că: 


max T i | (9) 


1.60. Un pendul este format dintr-o tijă metalică rigidă de lun- 
gime ] şi de masă neglijabilă prinsă la un capăt într-o articulaţie O 
iar la celălalt capăt avind un corp de masă m (fig. 1.60). La distanţa a 
de punctul de articulaţie O, tija pendulului este prinsă de două re- 
soarte identice, fiecare cu constanta elastică k. Să se determine viteza 
tangenţială cu care trece corpul de masă m prin poziţia de echilibru, 
atunci cînd din poziția de echilibru pendulul este deplasat cu un mic 
unghi 0. Se neglijează frecările. 


REZOLVARE 
Deplasînd pendulul cu unghiul 6 faţă de po- 


ziția de echilibru, momentul ce tinde să readucă 
acest pendul la poziţia de echilibru este: 


M = —(M, + Mo), (1) 
în care: 
M, 2 2(ka sin 0) ʻa 2) 
M, = mgl sin O. (3) 
| Pentru unghiuri mici se poate considera 
Fig. 1.60. sin 0 = 0 (rad). 
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Deci: 
M = — 0(2ka2 + mgl). (4) 


Aplicind legea fundamentală a dinamicii, avem: 


CU a Dio gh) (5) 
dt? i | 


Dar momentul de inerție 7 al corpului de masă m faţă de axa orizontală ce trece 
prin O, este I = ml”. | 
Deci avem: 
d26 š 
ml? — + 0(2ka2 + mgl) = 0, 
dt? 


sau: 


d20 o Ok l[a)j2 | 
— = +—{—]10=0. 6 
ea Barat E i (6) 


Soluţia ecuaţiei diferenţiale (6) reprezintă o funcţie armonică: 
0 = Omax sin(ot + e). (7) 
Este uşor de observat că pentru t = 0 = 0 = Omax = ® şi deci ọ = rad. 


Prin urmare avem: 


0 = 6, sin [e + z] = 0, cos o, 


TEDI | e) 


Evident viteza pendulului cu care trece prin poziţia sa de echilibru este o 
viteză maximă ce rezultă din: 


în care: 


v = i = —l0po sin ot = —V nax Sin ot. (9) 
Deci: 
2 
Vmax = l0% = 109 y ri + = [7] . (10) 
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1.61. O masă M atirnată de un fir de cauciuc oscilează armonic 
cu o perioadă T. Din două fire elastice de acest fel se confecţionează o 
praştie. Ea se întinde lungindu-se cu AZ. 

Să se determine înălțimea maximă la care se va ridica o piatră de 
masă m aruncată vertical în sus de această praștie, dacă întreaga ener- 
gie potenţială a firelor elastice se transformă în energie potenţială a 

ietrei. 
i Aplicaţie numerică: M = 10 g; T = 0,2 s, Al = 40 cm; m=5g 
şi se va considera n? 7 zg. 


REZOLVARE 
Energia potențială a firului elastic întins, este: 


2 2 


W = Fm’ Al = aD e 


Constanta elastică a firului rezultă din expresia perioadei: 


Înlocuind (2) în (1), se obține: 


paahi. 
T? 


M. (3) 
Deoarece avem două fire elastice, energia totală este: 


4r? Al? 
T? 


Wi = 2W = M. (4) 


Energia potențială a pietrei la înălțimea maximă (viteza pietrei nulă), este: 


2 2 
Wp = mghmax = Wi = Lat * M, 
din care: 
2 MAI 12 
ma = (7) S (5) 
g mT m\T 
Numeric, rezultă: 
°. -232 
hmat (7 - x 32 m. 
5 42-10"! 
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1.62. O bară omogenă AB, de lungime l și o anumită masă pe uni- 
tatea de lungime, oscilează în plan vertical, fiind sprijinită pe axa de 
rotaţie în punctul O (fig. 1.62). Să se determine lungimea OA = x, 
astfel încît perioada oscilaţiei să fie minimă. 

Se neglijează frecarea în az şi rezistenţa aerului. 


REZOLVARE 


Dacă dăm o deplasare unghiulară mică ọ 
barei AB, ecuaţia mișcării de rotaţie în jurul 
punctului O, este: 

I a XM, (1) 

dt? 
în care I este momentul de inerție al barei faţă de 
axa de rotaţie ce trece prin O, iar EM este suma A, 
momentelor forţelor care acţionează asupra barei. 

Neglijind frecarea în az şi rezistența aerului, 
singura forță activă ce dă valoarea cuplului rezis- 


tent ce se opune mișcării este greutatea barei: G = Fig. 1.62. 
— 
= mlg, în care m este masa pe unitatea de lungime a barei. 
Deci: 
d?ọ 
FTI — Mo, (2) 
în care: 
M, = G+ CC = G -0C sin ọ = mlg (2 — = )sin ș (3) 
3 2 
la = le + ml0c: = HE + mia — —] A (4) 


Ținînd seama că pentru oscilaţii mici sin e 22 e şi înlocuind (3) şi (4) în (2) 
se obţine ecuaţia oscilaţiei armonice libere a barei: 


[2 „1321 d2p l 
ml | — + iz — — —— lir — — = 0. 
E le + mal z)? 


Efectuind simplificările posibile, obținem: 


m e- IERI (5) 


a 2 
de æ le + 
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Din (5) rezultă că pulsaţia proprie a barei este: 
l 
(2> 0; z> 3]: (6) 


Deoarece perioada oscilației barei 7 = 2T rezultă că pentru ca aceasta să fie 
(6) 


minimă este necesar ca să fie maximă. 
Deci va trebui să studiem extremele funcției «2 = f(z). 


Avem: 
— lz + — (2—]az-» 
dt) Sa == = = = 0 (7) 
ta (= — lr + z) 
3 
Rezultă ecuația: | 
6z? — 6lz + I = 0, (8) 
cu rădăcinile: 
l 4 
Za = — |1 zl (9) 
e ( V ) 
a i l 1 l pe 
Se poate observa uşor că numai soluția z; = =. ( + fi) > G are sens fizic 
deoarece z = zl — fa) <> conduce la o valoare imaginară a pulsației 


ceea ce evident nu este posibil. 
Pentru a stabili natura extremului dat de (9), avem: 


' Ale = ) nE 
-~ dæ l2 33 
G — lz + z) 
2 
Substituind z, în (10) se obţine: 


dlon 


PEOS a 8 
aa 12/3 5 <0. (44) 
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Deci pentru z, = zl + z) funcţia œ? = f(x) admite un maxim a cărui 


valoare rezultă prin înlocuirea lui z, în (6): 


ohus =V5E; om (V3 


Deci perioada de oscilație minimă este: 


pt RER = EN (12) 
Omax gy 3 


1.63. O coardă SB de lungime l = 9 m este fixată la capătul B. 

Capătul $ oscilează transversal cu amplitudinea A = 5 cm şi cu 
frecvența f = 10 Hz. Viteza de propagare a undei în lungul coardei este 
c = 4,5 m/s. Să se determine ecuația de oscilație a unui punct al coardei 
situat la distanța z = 93,75 cm de capătul B precum şi poziţiile 
punctelor de pe coardă unde se produc minime (noduri). 


REZOLVARE * 


Dacă capătul S oscilează după legea ys = A sin ot, atunci în punctul situat 
la distanţa z de B, unde are loc reflexia, sosesc undele: 


pă ct Bi pete a) ee e Sl (1) 
Yr = A sin[ut — k(l + x) + 7), (2) 


deoarece în urma reflexiei în B se produce o modificare a fazei oscilaţiei egală cu T, 
obstacolul pe care are loc reflexia fiind rigid. 
Prin compunere, y = ya + yr, se obține: 


y = A sin[ot — k(l — x)] + A sin[ot — k(l + z) + r]= 
= 24A sin kz cos(ut — kl) = Ar cos(ot — kl), l (3) 


în care: 
Ar = 2A sin kz (4) 
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Înlocuind valorile numerice în (3), avem: 


y = 2A sin 277 y cos (af zii ) = 2- 5+ 102sin FEES. 98,75 +102 
C 


c ) 


cos 2 * 10 ( — sai = 5 * 1072 cos 20x(t — 2)m = 5 cos 20r {t — 2) cm. 
Se vor produce minime (noduri) în punctele în care 


Ar = 0 => 24 sin kz = 0 => kzn = n7, 


sau: 
AL. E E E EERE PTEE P ARĂ A (5) 
pă 2 
sau: 
c 
æn = n — {n = 0, 1,2,...). (6) 
n TA ) 
Deci: 


za = 0, z, = 0,225 m, z,= 0,45 m etc. 


1.64. Spre un perete reflectător se trimit continuu unde sonore 
plane de frecvență f = 500 Hz. Distanţa dintre sursă şi perete este 
l =40 m. Amplitudinea oscilaţiilor particulelor mediului este A = 
= 2,4 mm şi viteza de propagare a undelor c = 320 m/s. Să se deter- 
mine: 

1) distanțele faţă de perete la care în urma interferenţei dintre 
unda incidentă şi unda reflectată, presupusă de aceeași amplitudine, se 
produc maxime (ventre) și minime (noduri); 

2) energia maximă de oscilație a unui volum de gaz egal cu î mm? 
dacă densitatea gazului este p = 4,3 kg/m’. | 


REZOLVARE 


4) În spaţiul dintre sursă şi perele se formează un sistem de unde staţionare 
dacă: . 


l=n 


v|» 


» (n — întreg), (1) 
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în care A este lungimea de undă a undelor sonore: 
=T= 4. (2) 
f 
Înlocuind (2) în (1) şi explicitind n, avem: 


mm Bf = 2.500. L = 125, (3) 
c 320 


şi deci se formează unde staționare. 
În urma interferenței dintre unda incidentă şi unda reflectată, punctele situate 
la distanţa z de perete vor oscila cu amplitudinea: 


Ar = 2A sin kz. (4) 


Pentru A, = 0 => sin kz = 0, adică: 


TIn =n 


> |» 


, (5) 


se produc minime (noduri). | 
Pentru | 4, | = 2A = sin kz = 1, adică: 


Tn = 2n + 4)2, (6) 


se produc maxime (ventre). 
2) Viteza maximă a oscilaţiilor particulelor mediului dintre sursă şi perete este: 


Unnar = 240 = 4nfA = k + 3,14 ° 500 2,4 * 10-27 15,72 m/s. 


m 


Energia maximă de oscilație a volumului de gaz dat este: 


2 e -9 e 2 
Wena = primar ED 1,3 LL 15,72 = 14,6 10-8 J. 


1.65. La distanța l = 4 m de un perete reflectător plan vertical 
se află o sursă de unde plane de amplitudine A, = 0,2 mm. 

La distanța L de perete se află un receptor ce primeşte atit undele 
provenite direct de la sursă cit şi undele reflectate cu amplitudinea 
A = 0,15 mm. Să se determine primele trei frecvenţe ale sursei pentru 
care în receptor se produc minime de oscilație în urma interferenţei 
celor două unde precum şi amplitudinea minimă. Viteza sunetului în 
aer se consideră c = 340 m/s. 
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REZOLVARE 


În receptor sosesc undele: 


— directă — ya = A, sin[ot — k(L — 1)) (1) 
— reflectată — yr = A, sin[ut — k(L +2) + 7]. | (2) 
Oscilaţia rezultantă în receptor va avea amplitudinea: 
A = Va: + A3 + 24,43 COS(p2 — Pi), (3) 
în care: 
Pa — Pi = k(L + l) — z — k(L — l) = 2kl — x. (4) 


În punctul considerat vor fi minime pentru: 


cos(a — &) = cos(2kl — xn) = —1 
adică pentru: 
l kl = nrz, 
din care: 
n c 
= e, — y 5 
fn Pilar (5) 
"Pentru ic e ae die lua 
2l 24 | 


Amplitudinea rezultantă minimă este: 


A == A, -= Aa = 0,2 — 0,15 = 0,05 mm. 


1.66. Un diapazon care produce f vibrații pe secundă, vibrează la 
capătul deschis al unui tub închis, la celălalt capăt care are lungimea l. 
Cunoscind amplitudinea vibraţiilor diapazonului, a se cer: 

1) Distanţele la care rezultanta vibraţiilor incidente şi reflectate de 
fundul tubului, are amplitudinea maximă și valoarea acestei amplitudini. 

2) Distanţele la care rezultanta vibraţiilor incidentă şi reflectată 
are amplitudinea minimă și valoarea acesteia. 


106 


REZOLVARE 


1) 'Tubul fiind închis la capătul opus diapazonului, reflexia se face cu un salt 
de fază egal cu = şi ecuaţiile vibraţiei incidente şi reflectate la distanţa z de capătul 
deschis sînt: 


è t 
Yı = a SIn 2r (3 as =] (1) 
Ya = a Sin [2 Eca îi z|. (2) 


Diferenţa de fază va fi: 


3 = a(i 2) +a- (4—4?) 
T À T 


sau: 
AT 
ô = — (zt — l) +r. (3) 
À 
Distanța z pentru care avem amplitudinea maximă, rezultă din condiţia: 


ò = 2kr, k — număr întreg. (4) 
Comparind (3) cu (4) şi explicitind v, se obține: 


À - 
= — (2k — 1) + ? 
EEA |+ 


sau: 


T x (2k — 1) +l. (5) 


Amplitudinea maximă este dată de relația: 
Ami = a2 +- a? + 2a* cos 2kr = 4a? (6) 
Amax = 2a. | 
2) Distanţa z pentru care avem amplitudinea minimă se obține din condiţia: 
5 = (2k + 1), k — număr întreg. 47) 


Comparind (3) cu (7) şi explicitind pe x, avem: 
À v 
E rr aul (8) 


Amplitudinea minimă are valoarea: 


Bin = a? + aë + 2a? cos(2k + 1)r = 0; Amin =0. (9) 
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Capitolul 2 
PROBLEME DE CĂLDURĂ $I FIZICĂ MOLECULARĂ 


2.1. Diamantul care cristalizează în sistemul cubic are un coeficient 
de dilataţie de forma a + b (9 — 40). La ce temperatură va prezenta 
el maximum de densitate? 


(a = 0,354 - 105, b = 0,432 - 1077). 


REZOLVARE 
= Dilatarea volumică a diamantului este dată de legea: 
V = V1 + y0). (1) 
Dar: 
1 M 
y = ; Ve = — e (2) 
P Po 


Înlocuind (2) în (1) se obține: 


Po E Pol(1 — y9) 
1 -+ yë 1 — y 
Dar din enunţul problemei rezultă y = a -+ b(0 — 40) şi deci: 


Pp = => Poll — y0). (3) 


P = Poli — a0 — b0(0 — 40)]. (4) 
Pentru a determina extremele funcţiei p = f(0) dată de (4), avem: 
de 
— = p{—a — 200 + 405). 5 
16 Pol + ) (5) 


Făcind AP = 0, se obţine: 
T: 


Pentru a stabili natura extremului dat de (6), avem: 


d2p 
== —? b. 7 
d 62 Po (7) 
Deoarece LE < 0 indiferent de valoarea ce o are 6, rezultă că şi pentru 


valoarea lui 9 dată de (6), funcţia p = î(60) prezintă un maxim. 
Înlocuind valorile numerice în (6) se obţine: 
0,354 + 4078 
2 * 0,432 +10"? 


0 = 20 — 73 — 21°C. 


2.2. Să se scrie o lege aproximativă de variație a volumului apei 
în vecinătatea temperaturii 0 cunoscind că la această temperatură 
volumul devine minim (el descrescind cind temperatura creşte de la 
0° la 0 C şi crescînd în continuare odată cu creșterea temperaturii) şi 
că raportul dintre densităţile la 0° C şi la 0° C este Ñ. 


REZOLVARE 


Deoarece trebuie satisfăcute cele două condiţii experimentale date, legea de 
variaţie va conţine doi parametri. 'Ținind cont de caracterul monoton al variaţiei 
volumului în funcţie de temperatura la stinga și la dreapta temperaturii 0° C, vom 
alege o lege de variaţie pătratică: 


V = V1 + at + bt?) (1) 


în care V şi V, sint volumele la temperaturile t° C respectiv 0° C, iar a şi b sint 
parametrii care urmează a fi determinaţi. 
Din condiția de minim la 0° C, din (1), avem: 


dK — pla + 2b) = 0, 09) 
di | 
din care: 
a 
min imită 7 (3) 
Înlocuind (3) în (1), se obţine: 
Vmin = Vo [ — 5) (4) 
4b 


A doua condiţie se exprimă prin: 


P_ ka Pin h, (5) 
pmax 9 


Înlocuind (5) în (4) se obţine: 


ja Ce cut | (6) 


Rezolvind sistemul de ecuaţii format de (3) şi (6) în raport cu a ;i b, se obţine: 


; b = —. 7) 
0 0? l 
Înlocuind (7) în (1) se obține expresia legii căutate: 
t t? 
V=7, [ae ru]: (8) 


2.3. Să se evalueze eroarea maximă de măsurare a temperaturilor 


de ordinul 100° C cu un termometru cu rezistenţă de fir de platină, 
dacă precizia de măsurare a rezistenţei electrice a firului este SR = 
= 0,01 Q. Rezistenţa firului la 0° G este R} = 100 Q, cunoscută cu 
suficientă precizie. 


din care: 


Coeficientul termic al rezistenţei de platină este a = 3,910 - 103 K~. 


REZOLVARE 
Rezistenţa electrică variază cu temperatura după legea: 
R = Ro(t + a0) (1) 
Biz = io), (2) 
Rx 


Logaritmind expresia (2), obținem: 
In = In(R — R) — nR, — lne. (3) 
Diferențiind expresia (3), avem: 


dð _ d(R— Ro) _ dR, _ dz (4! 


Trecind la erori (diferenţialele se asimilează cu erorile) şi luînd cazul cel mai 
nefavorabil cînd erorile se adună, se obţine: 


(eo)max = max a SE E èR, y Fa g e, 5) 
0 R — Ro! Ro a 
Neglijind eroarea lui « şi R, cunoscute suficient de precis, avem: 
(50)ma+ = AR 
0 | R— Rol 
Pentru temperaturi de ordinul 6 = 100° C, rezultă din (1) şi (6): 
R = 100(1 + 3,910 °- 107? . 373) 22 140 Q. 


; (560)max = O(eo)maz. (6) 


(co)max = 


Deci: 
0,01 


9 = —— 
a Pr ŢI: 


= 0,025% 
şi: 
l (50)max = O(eo)max 22 0,025°C. 


2.4. O sferă metalică de diametru d, încălzită, se aşază pe suprafaţa 
orizontală a unui bloc de gheaţă de grosime uniformă h şi cu tempe- 
ratura de 0° C. Să se determine temperatura minimă pe care trebuie 
s-o posede sfera în momentul în care este așezată pe blocul de gheaţă, 
astfel încît aceasta topind gheaţa, blocul să fie găurit. Constantele 
fizice necesare rezolvării problemei se consideră cunoscute. De asemenea 
se neglijează schimbul de căldură al sferei cu mediul exterior. 


REZOLVARE . 
Volumul limită al gheții topite, astfel încît blocul să fie găurit (fig. 2.4), este: 
d? A 4&4 md3 nd? 
A EE E E - U 
li E a ( (1) 


Căldura primită de blocul de gheaţă pentru topi- 
rea volumului de gheaţă V,, este: 


Q: > AV, Pi» (2) 


în care A este căldura latentă de topire a gheții iar 
E, este densitatea gheții. (Se neglijează variația lui d 
cu temperatura.) 


111 


Înlocuind (1) în (2), se obţine: 
Q, = rd! h—d | 3 
1 2h (6 gs e (3) 


Căldura cedată de sfera de metal încălzită este: 
Q2 = cpV (9 — 89) = cpF 0, (4) 


în care C este căldura specifică a metalului din care este confecționată sfera, V — 
volumul sferei, iar 0 — temperatura inițială a sferei, iar p — densitatea materialului 
sferei. | 
Deci: 
4 nd’ 


zd? 
—— Dă Di Li 9 —— sata 8. E 
Q: = cp 3 8 = cp 5 (5) 


Pentru ca blocul de gheață să fie găurit, este necesar ca: 


2 
Q: > Qi = cp TE 0 > TË (6h — d) 
6 24 
din care: 
0min = AF — 1). (6) 
&ep | d 


2.5. Un patinator cu masa M = 60 kg foloseşte patine cu lungimea 
l = 20 cm și lăţimea a = 0,5 cm. Luînd în considerare că greutatea 
patinatorului se distribuie uniform pe cele două patine şi cunoscind 
că variaţia temperaturii de topire a gheții este în medie de î* C pentru o 
variaţie a presiunii Ap = 1,3 + 107 N/m, să se determine temperatura 
minimă Omin a gheții, astfel ca aceasta să se topească sub greutatea 
patinatorului. Se va considera g = 10 m/s? 


REZOLVARE 
Temperatura minimă a gheții care se topeşte sub greutatea patinatorului 
Omin = — A9, în care variaţia de temperatură AO, rezultă din: 
p= PE = A9- Ap, 4) 
2ia 


în care p este presiunea exercitată asupra gheții de către patinator. Din (1) rezultă z 


ihan AR (2), 
2la Ap 
Deci: 
Bin e — ME m — —— 010 zi —2,3 102 grade. 
2la Ap 2 ° 20 + 1073. 0,5*4102:4,3+ 107 


2.6. Un remorcher navigind singur cu viteza v = 7,2 km/h consumă: 
50 kg de cărbune pe oră (M,). Trăgind șlepuri cu aceeași viteză consumă 
290 kg de cărbune pe oră (M.). Randamentul maşinii cu abur este: 
n = 10%. Ce diametru minim trebuie să aibă cablul de remorcare 
a şlepurilor, dacă tensiunea de rupere a cablului o, = 360 N/mm?> 


Puterea calorică a cărbunelui: se va considera q = 30 MJ/kg. 


REZOLVARE 


Remorcind șlepurile, forţa de tracțiune dezvoltată de motor crește cu forța 


de tensiune din cablul de remorcare. 
Deci forţa de tracţiune la care este solicitat cablul are valoarea: 


1 
T =F,- F = (Pe P) = (M, — Mı). (1) 


Pe de altă parte forța de tracțiune maximă pe care o poate prelua cablul se 
exprimă prin relația: 


2 
T, = o, ia (2) 


Pentru a nu se rupe cablul, este necesar ca: 
2 
T, > 7 > cp E > (M, — M,), 
U 


din care; 


dœ2 | nat Me — M), 


TO,U 
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Şi deci: 


din = 2 || 20072 M, o B 


TOȚI 
Înlocuind valorile numerice în (3) se obţine: 


dmin % 19 mm. 


„2.7, Care este temperatura minimă la care energia cinetică medie a 
atomilor de heliu este suficientă pentru a învinge atracţia gravitaţională 
terestră șI a părăsi atmosfera? 


Li 


REZOLVARE 


(Utilizăm notaţiile obişnuite în manuale.) 


Energia cinetică a atomului de heliu We = pa mgu2 trece în creşterea energiei 


oM la zero şi deci: 


potenţiale de la — y ide 


p 
4 3 £E 2 
— mu? = — kT 2 mgRp, = — R 4 
ah il 0 du dl T (1) 
din care: 
2 moe ip 
> DR, 2 
> SA (2) 
'Ținind seama că 7e — E avem: 
k R 
~~ 2 ueR 2 ugR 
ra s > Tmin = > E | (3) 
Înlocuind valorile numerice în (3): p = 4 kg > g= 9,8 m/2; Rp= 
Kmol 


= 6,4 ° 108 m şi R = 8314 J/kmol.K, rezultă: Tmin = 20 000 K. 
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2.8. Ce viteză minimă trebuie să aibă un meteor de fier, faţă de o- 
navă cosmică, pentru ca prin ciocnire plastică cu nava meteorul să se- 
topească? Temperatura iniţială a meteorului 0, = —4110* C. Din can- 
titatea de căldură degajată prin ciocnire numai » = 50% este absorbită 
de meteor. Masa navei este mult mai mare decît masa meteorului. 


REZOLVARE 


Fie M masa navei şi m — masa meteorului. 
Căldura degajată urmare a ciocnirii plastice dintre meteor şi navă este: 


4 mM ` 
Q == — e’ zu va, A i : (14); 
2 m4 M 
în care vp este viteza relativă a meteorului față de navă. 
Dar: 

mM 

Pra ri 2) 

m + M | 


în care p este masa redusă a celor două corpuri care se ciocnesc, Deoarece M > m,, 
rezultă u = m şi deci: | 


1 


Căldura absorbită de meteor pentru a se topi complet este: 
Qi = me(0 — 04) + Am = mlc(0 — 04) + A) (4) 


în care c este căldura specifică a fierului din care este constituit meteoritul, à — 
căldura latentă de topire a fierului, iar 0 — temperatura de topire a fierului- 
Evident, pentru a se topi 'meteoritul, este necesar ca: 


"O> Q = n 2- ma? > melO — Ba) + A, 


din care: Da 
2 
2,3 | 2ceto — 8.) + 4] 
şi deci: 
Ur min = | Žie — 0) +A. (5) 
° J y 


Luînd în considerare că c = 640 ——— ; 0 = 1539 °C şi A= 27:10 şi 
| kg K kg. 


substituind valorile numerice în (5), se obţine: 


Ur min = 2,3 km/s.: - 
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a 

2.9. O navă cosmică de masă m = 5 tọ a fost înscrisă pe o orbită 
-circumterestră la altitudinea 4 = 200 km. Admitem că la revenirea pe 
sol (viteza la sol nulă), energia navei se transformă în căldură, din care 
jumătate este preluată de învelișul navei, restul fiind comunicată at- 
mosferei. Ce masă minimă trebuie să aibă învelişul navei confecționat 
din oxid de beriliu dacă pentru sublimarea unui kg de oxid de beriliu 
este necesară cantitatea de căldură q = 2,445: 107 J. Se va considera 
raza pămîntului R = 6 370 km şi g, = 9,81 m/s?. 


REZOLVARE 


- Energia totală a navei la înălţimea hk față de sol este: 


E = Ec + Ep, (1) 
în care: 
AY (nn) 
m o Î | 
„ami ma-ta si Rai] 00 mam (2) 
2 2 2 AR + h) 
nega oM mM a e ANR 
R R + h R(R + h) R(R+h) R+h 


Înlocuind (2) şi (3) în (1), se obţine: 


Be (4) 
2(R + h) 
Masa minimă a învelişului navei rezultă din: 
E RI Mae EEE CA (5) 
2 2q 


Înlocuind (4) în (5), se obține: 


m = MERIR + 2h) _ 510°: 9,81 + 637101637 - 10° + 4 + 10%) 


= = a 3 288 kg. 
hal R + h) k * 2,445 * 107(637 + 10% + 2 ° 105) 


2.10. Presiunea parțială a vaporilor de apă dintr-o încăpere cu 
volumul V = 30 m? este f= 1 380 ~ + Temperatura atmosferei din 


încăpere este T = 300° K, iar la această temperatură presiunea vapori- 
lor saturanți este F = 4 140 N/m?. 
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Să se determine cantitatea minimă de apă dintr-un pahar aflat în 
încăperea respectivă după vaporizarea căreia atmosfera din încăperea 
închisă la temperatura 7 devine saturată cu vapori. Masa molară a 
apei M = 18 kg iar constanta universală R = 8.310 J/kmol grd. 
Pentru vaporii de apă se va folosi ecuaţia de stare a unui gaz perfect. 


REZOLVARE 


Pentru ca atmosfera să devină saturată, masa mmin evaporată trebuie să pro- 
ducă o presiune parţială egală cu F — f şi deci: 


m PPP _ pg . 14140 — 1380) + 30 
RT 8310 = 300 


mmin = z 0,6 kg. 


2.11. Există posibilitatea ca diferența dintre temperaturile izvoa- 
relor cald şi rece ale unui motor termic să fie mărită cu AT’ prin 
încălzirea izvorului cald şi răcirea izvorului rece. Cum trebuie distri- 
buită variaţia A7' între izvorul cald şi cel rece astfel ca noul randa- 
ment să fie cel maxim posibil? 

Care este distribuţia cea mai dezavantajoasă din punctul de vedere 
al valori: randamentului? Se va lua în considerare ciclul Carnot. 


REZOLVARE 


Fie ATi creşterea temperaturii izvorului cald, astfel că: 


Ti = T, + ATi, a) 
lar ATa scăderea temperaturii izvorului rece, astfel că: | 
Ta = T; — ATa. (2) 
Evident că: | 
AT” = AT; + ATa. (3) 


După aceste schimbări, randamentul este: 


SE Ti— Ta _ Ti Tat AT., 


= (4) 
Ti T, + AT 
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Randamentul » devine maxim atunci cînd numitorul expresiei (4) este minim 
(deoarece în condiţiile date, numărătorul este constant), adică atunci cînd AT\ = 0: 


Nmax = T, 


ceea ce Înseamnă că cel mai eficient este să se scadă temperatura izvorului rece 
cu AT”, temperatura izvorului cald răminînd neschimbată. Dacă întreaga variaţie 
afectează izvorul cald, randamentul are valoarea minimă posibilă: 


d T re 2 i 
nui te na da, (6) 
T, 4+ AT” 


2.12. Pentru răcirea unei maşini termice care funcționează după 
ciclul Carnot cu un gaz monoatomic ideal se foloseşte un curent de 
apă. Știind că temperatura izvorului cald este 7, şi că apa iese din 
mașină la temperatura 7, considerată ca temperatură a izvorului rece, 
să se determine energia internă maximă a gazului, cunoscînd că volumul 
maxim și presiunea minimă atinse în cursul unui ciclu sint V, res- 
pectiv p. | 


REZOLVARE 
Din analiza transformării rezultă că atunci cînd volumul devine maxim, pre- 


siunea este minimă şi temperatura este cea a izvorului rece T}. 
Din ecuaţia de stare a gazelor se determină numărul de kilomoli: 


V 
n = È (1) 
RT, 
şi apoi energia internă maximă, corespunzătoare temperaturii maxime T}: 
Umax = nNa W, | (2) 


în care NA este numărul lui Avogadro, iar W — energia cinetică medie a unei mole- 
cule a gazului monoatomic. | 


Dar: 
W = > i T, 3 (3) 
2 Na 
Înlocuind (1) şi (3) în (2), se obţine: 
Umax = că pV Lp (4) 
2î T, 
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2.13. Un cilindru transparent gol, închis la un capăt, este: scufundat 
complet, cu capătul deschis în jos, într-un lichid. 


Capătul închis al cilindrului este menţinut la nivelul suprafeţei 
libere a lichidului. Operația de scufundare s-a făcut la temperatura 
0, = 7° C. După trecerea unui interval de timp se observă că nivelul 
lichidului din cilindru este cu k = 80 cm mai jos faţă de nivelul din 
exterior. Știind că valoarea presiunii atmosferice nu s-a schimbat și 
că a doua citire s-a făcut la temperatura 0 = 27° C, să se determine 
temperatura maximă atinsă în intervalul de timp considerat. Densi- 
tatea lichidului este p = 1 kg/dm?, presiunea atmosferică p = 105 N/m? 
iar lungimea tubului l = 96 cm. 


Ce valoare minimă a temperaturii se poate determina cu acest dis- 
pozitiv? 


REZOLVARE 


În cilindrul de suprafaţă s nivelul lichidului coboară cu creşterea temperaturii, 
Dacă temperatura creşte foarte mult, nivelul lichidului din cilindru ajunge la capătul 
deschis și o cantitate de aer va părăsi cilindrul. După micşorarea temperaturii, 
nivelul lichidului urcă. La 0 = 27° C, nivelul va fi: 


(p + heg)h-s _(p + lee)l:s p 


= = 273 + 0, 1) 
T Tmax iz 
din care: 
Tmax = e APE PE) (2) 
(p + hoe)h 


Valoarea minimă a temperaturii maxime este acea temperatură la care canti- 
tatea de aer, existent iniţial în tub, umple complet tubul: 


pls _ {p + PE T = 273 + 0, (3) 
To T max 
din care: 
Tnax = = To (p + leg) (4) 
p i 


Dacă temperatura nu depăşeşte această valoare, atunci prima întrebare nu 
are sens. 
__ Înlocuind valorile numerice în (2) şi (4), se obține: 


Tmax = 366 K = Omax = 938°C; Tmax = 307 K = Bmax = 34°C. 
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2.14. N mol: de gaz perfect suferă o transformare ciclică care în 
coordonatele (T, p) este reprezentată printr-un cerc de rază r cu centrul 
în punctul de coordonate (74, Po) Să se determine stările în care 
volumul are valori extreme. Să se generalizeze soluţia la cazul unei 
transformări arbitrare. 


REZOLVARE 
Urmărim intersecțiile familiei de drepte (fig. 2.14): 
p= kT, (1) 


în care k este un parametru; cu cercul. 
Gazul fiind perfect, avem: 


RT 
= N — 2) 
P y ( 
Comparind (1) cu (2), avem: 


= ——. (3) 


Din (3), rezultă că volumul este maxim 
Fig. 2.14. cînd k (panta dreptei p = kT) este minimă şi 
că volumul este minim cînd aceeași pantă k 
esto maximă, adică pentru punctele de tangenţă A și B. 
Astfel avem (fig. 2.14): 


Vmax = pozei A (4) 
PA 
PR 


În primul caz (4), dreapta p = k ° T este tangenta la cerc avind pantă minimă, 
iar în al doilea caz (5), dreapta p=—k. 7 este tangenta la cerc avind pantă maximă. 


2.15. În teoria statistico-moleculară a gazelor se demonstrează că 
moleculele au la o temperatură constantă viteze diferite. Distribuţia 
moleculelor după viteză este dată de funcția: | 


h p2 


în care N este numărul total al moleculelor, n este numărul moleculelor 
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care au viteză între v şi v + Av, B = |/2E7 în care R este constanta 


u 
generală a gazelor, T temperatura absolută şi u masa unui kilomol de 
gaz (R = 8310 J/grad-l kmol-1). Să se găsească viteza cea mai pro- 
babilă a moleculelor. 


REZOLVARE 


Pentru a găsi intervalul de viteză cu care se mişcă cele mai multe molecule 
vom căuta extremele funcţiei n = f(v). 
Avem: 


SERE Ka pi + ve (~ =] = 0, (1) 


4N 


pi 


= const 


în care s-a notat k = 


După simplificările din (1), rezultă: 


1- — =0 
pa 
sau: 
v=ß. (2) 
Pentru a stabili natura extremului dat de condiția (2), avem: 
x na aia 1). (3) 
du: pi Be 
Introducînd (2) în (3) rezultă: 
2 
CA pe mazide (4) 
dv? e | 


Deci pentru (2) funcţia n = f(v) prezintă un maxim. 
Deci viteza v, respectiv intervalul de viieză v şi v 4+ Av, cu care se mişcă 
cele mai multe molecule, este dată de relaţia: 


nE Es 2RT (5) 
u 

Aplicînd formula (5) pentru a determina viteza cea mai probabilă (cu care 
se gas cele mai multe molecule) în cazul azotului (u = ii la 420 K, rezultă 

zæ 500 m/s. 

Calculele ne arată că în acest caz 30% din N au viteza v e [300, 500] m/s 
şi 29% au un alt domeniu de viteză ve[500,700] m/s. După cum se observă 59% 
din numărul total al moleculelor au viteza v e [300, 700) m/s. 

Restul de 41%, din molecule au v < 300 m/s, respectiv v > 700 m/s. 
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Capitolul 3 


PROBLEME DE ELECTRICITATE 


3.1. Doi purtători de sarcină electrică pozitivă de aceeași valoare Q? 
punctiformi, sint aşezaţi în viriurile B şi C ale unui triunghi isoscel ABC 


A A 
(B = C). Se cere să se determine valoarea unghiului A pentru care 
intensitatea cimpului electrostatic creat de cei doi purtători de sarcină 
în viriul A are valoarea maximă. Latura BC a triunghiului are mări- 


mea d. 


REZOLVARE 


A A A 
Notăm B = C = a iar A = ß (fig. 3.1). 
Intensitatea cîmpului electric creat de cele două sarcini în virful A al triun- 


ghiului este: 


E = 2E, cos ß/2 (1) 


în care: 


i Ce ie nE. . (2) 
Aner? 2 sin 6/2 


Înlocuind (2) în (4), se obţine: 
E = 29 sina 6/2 cos fa. (3) 
ed? 


Este necesar a se găsi extremele funcţiei E = î(5) 
dată de (3). Avem: 


AEN ARE E (2 cos? B/2 — sin? 8/2), 


Soluţiile ecuației E = 0, sînt: 


şi: 


din care: 
tg = =| 2 = B, = 109%207; 


tg & = — V 2 = B, = 25040. 


to | 


Este uşor de observat că numai soluția B, = 109°20° este acceptabilă, deoarece 
B, = 0 conduce la E = 0, fapt care semnifică că punctul A se găsește la infinit 
pe perpendiculara ce cade pe mijlocul lui BC, iar B, = 25040“ inacceptabilă din 
punct de vedere geometric. Pentru soluţia f, = 0 se obţine de fapt valoarea mi- 
nimă a lui E. 

Pentru a determina natura extremului dat de ßB, avem: 


2 
ERE cos £ (2— — 9 sin? 5): (4) 
d8? T umede 2 2 
2J; 
Ținind seama că sin Ë 2 Şi Cos P2 EEA rezultă că IE pentru 
E AC dg? 
B == Bz, este: 
d:E _ R < 0 
dB? V Bred? 


Deci pentru B = Ba, E = f(ß8) prezintă un maxim a cărui valoare rezultă înlo- 
cuind ß în (3): 


— 4V3. E (5) 


Emax = Sred? 


3.2. Un sistem de trei plăci conductoare plane situate în aer, paralele 
şi cu o suprafaţă S de dimensiuni mari față de distanţa d dintre plăcile 
extreme, sînt conectate la un sistem de acumulatoare, rezultînd cite un 
potențial constant V4 > Vg > Vc pentru fiecare din cele trei plăci 
(fig. 3.2). 
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Să se determine distanţa la care trebuie amplasată placa mijlocie 
față de plăcile extreme, astfel încît energia totală a cîmpului electric al 
sistemului să fie minimă şi să se găsească acest minim. Să se discute 
rezultatul obţinut și să se compare acest rezultat cu distanţa la care 
trebuie aşezată placa mijlocie faţă de plăcile extreme, astfel încît sarcina 
electrică totală a plăcii mijlocie să fie nulă. 


V REZOLVARE 


v k 


Sistemul prezintă o capacitate electrică C, între plă- 
cile 7 şi 2 şi o capacitate electrică C, între plăcile 2 şi 3, 
a căror valori sînt: 


Eos 
d— z 


(1) 


C, = 805. C, = 
T 


Lă 


Energia electrostatică a sistemului este: 


C.(Va = Vp C-(Va a Vc)2 
Zoa ta 


Fig. 3.2, W =W, + W= (2) 


Înlocuind (1) în (2), se obține: 

S[(Va— VB}? , (Vr — VoF 
wW = 2 asa A LE Ami A 23 în 3 
i | | (3) 
Pentru a determina extremele funcţiei W = f(x), avem: 


AW __ coSs -7 — Va sii iza Ai 


o 
dz 2 x? d —z 


Punind condiția = = 0, se obține: 
T 


Va-— VR j Va- V 
Tı = TAT YB ŞI La = BSE A Ramet 4 LE pa (4) 
Va — Ve Va + Woc—2VB 
Ținînd seama că Va > VB > Vo, rezultă că numai soluția z, corespunde pro- 
blemei. Pentru a stabili natura extremului dat de z,, avem: 


2 a 2 a 2 
wW cos [UA VB) q 48 = Yo) |: (5) 
da? ~r (d = z) 
Înlocuinad z, în (5), se obţine: 
dW eos (Va — Vo) 
dx? da? (Pa-—Va)(VYs— Vo) 
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Deci într-adevăr pentru z = q, energia totală a cimpului electric al sistemului 
prezintă un minim ce rezultă înlocuind z, în (8), obţinîndu-se: 


Wmin = c£ (Va — Vor. (6) 


DISCUŢIE 


1) Din punct de vedere fizic soluţia æ, dată de (4) corespunde numai dacă 
Va— VB < Va — Voe, deoarece în caz contrar x> d ceea ce este imposibil. Din: 
această cauză în enunţul problemei se preciza Va > VpB > Vo. 


2) Sarcina electrică a plăcii intermediare este suma sarcinilor de pe cele două 
feţe ale sale, corespunzătoare condensatoarelor de capacitate C, şi C3: 


= —Q, +Q: = —Cul(Va — VB) + CVB — Vo). 


Această sarcină este nulă dacă: 
Qı = Q: = Cu(Va — VB) = Ca(Va — Vo). (7); 


Înlocuind (1) în (7), se obţine: 


FB VO aaa au Pi Va. 


Fa Ye FB VO sa 
x d— z F¥Fa— Vc 


(8); 


Comparind v, dat de (4) cu x dat de (8), se trage concluzia că dacă Va — Fp 
şi VA — Vc au același semn, distanța ce corespunde anulării sarcinii electrice de: 
pe placa intermediară corespunde şi energiei minime a sistemului dat. 


3.3. Se dă un condensator electric plan cu dielectric neomogen care 
pentru simplificare se presupune format din n straturi paralele cu armă- 
turile condensatorului, de grosime uniformă d; (i = 1, 2, ..., n) şi 
omogene și de permitivitate absolută e, (t = 1, 2, ..., n). Armăturile: 
condensatorului sînt de formă pătrată. Se conectează condensatorul 
respectiv la bornele unei surse de energie electrică de tensiune constantă. 
în două moduri: cu armăturile paralele cu straturile dielectricului 
(fig. 3.3,a) şi cu armăturile perpendiculare pe aceste straturi (fig. 3.3,b).. 

Cunoscînd că suma grosimilor celor n straturi dielectrice este egală. 
cu lungimea laturii, să se arate că Cymax = C3 atunci cind dielectricul: 
este omogen. 
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SANI 


/ 


Fig. 8.3. 


C, este capacitatea condensatorului- pentru prima dispoziţie a armă- 
“urilor (fig. 3.3,a), iar C, este capacitatea aceluiași condensator pentru a 
doua dispoziţie a armăturilor (fig. 3.3,0). Dielectricul umple complet 
:spaţiul dintre armături. „a 


REZOLVARE .- 


' Pie 1— latura armăturii condensatorului. 
Potrivit enunțului problemei, avem: | 


n 


S> d=l (1) 


i=i 


În cazul dispoziției ca în figura 3.3, a, capacitatea condensatorului este egală 
-cu capacitatea echivalentă a n condensatoare grupate în seric: 


: © s . s5 ]2 | | 
[Daia eee at Pata ata eee Mae e (2) 
n A ES n di 
ZI Ci ius ei 
. di 


-:* În cazul dispoziției ca în figura 3.3, b capacitatea condensatorului este egală 
«cu capacitatea: echivalentă a n :condensatoare grupate în paralel: 


| On N ejes; Li, | : 
d C=) Ci = d > 20 sdi Si = ldi; i= 41, Zsa. (3) 


2=l 4=i -l 
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 Făcînd raportul între C, şi C, se obține: 


ra (E = (č 4), ii i 

Ca =l ZA ĉi | 
Pentru a putea dovedi că Cumax = C}, observăm că mărimile ce intervin în (4) 

sint exprimabile prin numere reale. În consecinţă putem utiliza inegalitatea lui 


Cauchy-Buniakovski în care vom face substituţiile: 


— (d, 
a; = Ve, şi b; = yė: 
l 


În această situaţie această inegalitate devine: 


(e) (55) (3) 


Tinind seama de (1), avem: 


+a ii) (= “) > l2, i AIE EE - (5) 
Uz i=i ti 


Înlocuind (5) în (4), se obţine C, < Cə. Este evident că Cimax = Ca, atunci: 
cind . €e = £ = ... = €n = £, adică atunci cînd .dielectricul este omogen. 


3.4. O sferă metalică de rază r, se încarcă cu sarcina q şi apoi se: 
conectează cu o altă sferă metalică neincărcată de rază r, prin inter- 
mediul unui fir metalic. Sferele sînt izolate într-un mediu dielectric de 
permitivitate £, iar distanţa dintre ele este foarte mare în comparaţie: 
cu mărimile razelor lor. 

Să se arate că egalitatea potenţialelor celor două sfere este echiva- 
lentă cu condiţia de minim a energiei electrice de natură potenţială a. 
acestui sistem, ȘI să se determine valoarea acestui minim. 


REZOLVARE 


Sferele fiind suficient de depărtate, putem neglija orice influență. electrostatică 
directă între ele, astfel că sfera de rază rą se încarcă. ca urmare a conexiunii elec- 
trice cu sfera încărcată de rază r,. 

„Notind cu x sarcina purtătorilor care trec de pe sfera încărcată pe sfera neîn-- 
cărcată, energia electrică a sistemului celor două sfere eşțe dată de expresia: 

a? 1 


(q — x} | 
W = W. W, x 4 — = —— [(C Caz? — 20C Cal. 4 
1 + Wa 20, + 20, 20,0, [( 1 + 2) qOr + g 2] ( 


Din (1) se constată că W va avea valoarea minimă atunci cînd trinomul de gra- 
«dul doi din paranteza pătratică va avea valoarea minimă. 
Deoarece C, + C: > 0 (C, şi C, fiind i lil electrice a celor două sfere), 


rezultă că acest minim are loc atunci cînd z = — a + x), în care z, şi q, 
2 


:sint rădăcinile trinomului în cauză: 


Deci: 
= 2902 SERE, E ATEgEr * Fa _ _Ara (2)- 


2(C, + Ca)  Anecerlru-trz) ritr 
Este uşor de observat că rezultatul (2) se mai poate pune şi sub forma: 


q— z v q— 2z ES (3) 


n'l- a= ners ia 2172 
i | i ri ra Cı C, 
Relaţia (3) exprimă tocmai egalitatea potenţialelor celor două sfere V(r,) = V (ra), 
adică tocmai ceea ce trebuia de arătat. 
Înlocuind (2) în (1), se obţine printr-un calcul simplu: 


2 2 
Puii E sectei L., C = feererira + ra). 4) 
BrEaErlri + ra) 2C #r(r: 2 
Din (4) se constată că energia minimă a sistemului celor două sfere esto echi- 
valentă cu energia unei sfere încărcate cu sarcina q, avind raza egală cu suma 
razelor celor două sfere luate în considerare si avînd deci capacitatea C aşa 
-cum este exprimată prin (4). 


3.5. Pentru lărgirea limitei de măsurare a unui voltmetru electro- 
static (fig. 3.5) se conectează în serie cu voltmetrul un condensator 
de capacitate variabilă C. Cunoscînd capacitatea proprie a voltme- 
trului C, precum şi tensiunea indicată de voltmetru, să se determine 
valorile minimă şi maximă a tensiunii, înalte pe 
care o poate măsura voltmetrul. 


REZOLVARE 
Din relaţia: 
Q = U-Ce= Up’ Co, 
în care Ce reprezintă capacitatea electrică echivalentă a 
montajului (fig. 3.5), se obține: 


C . 
De (1) 


e 
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Dar: 


C,-C 
== 2 
î Cot i 
Înlocuind (2) în (1) se obţine: 
C 
U= 0,1 + 2). (3) 
Cum însă C e [Cmin, Cmax], rezultă: 
Umax = U, [: + Ce ): Umin = Uy £ + Ar (4) 
min Cmax 
Făcînd notaţiilo: Cor, ua N şi UE n, avem: 
Cmin Cmax 
Umax = U» (1 + N) şi Umin = Up (1 +n} (5) 


Cr 


Evident dacă A =AN>1 şi 


min max 
voltmetrului electrostatic cresc, astfel încit gama de tensiuni înalte ce se pot 
măsura se situează între extremele U e [Umin, Umax]. 

De exemplu dacă U, = 100 V şi Ena = N = 909, avem: 

min 

Umax = 100(1 + 909) = 91 -4103 V =% kV. 

Acest procedeu de extindere a limitei de măsurare a voltmetrelor eleclrostae 
tice necesită condensatoare de înaltă tensiune şi de capacitate mai mică decit a 
voltmetrului, pentru ca asupra lui C să revină cea mai mare parte din tensiune; 
astfel de condensatoare se construiesc destul de greu, moliv pentru care procedeul 
este mai puţin folosit în practică. 

Formulele (5) se menţin riguros exacte în condiţiile în care izolaţia condensa- 


torului C este perfectă, 


= n > 1, limitele de măsurare ale 


3.6. Un alt procedeu* pentru lărgirea limitei de măsurare a unui 
voltmetru electrostatic de capacitate proprie C,, constă în utilizarea 
divizoarelor de tensiune capacitive (fig. 3.6). Cunoscînd tensiunea indi- 
cată de voltmetrul electrostatic J, ca şi capacităţile C, şi C, ale con- 
densatoarelor divizorului, să se determine valoarea maximă a tensiunii 
înalte de măsurat Umax. Discuţie şi generalizare. 


* Vezi problema precedentă. 
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9 — Probieme de limită şi extrem în fizică 


REZOLVARE 
Din relaţia: 
Q = Umax * Ce = Uy * Ce 
în care Ce reprezintă capacitatea electrică echivalentă 
a întregului montaj, iar Ce capacitatea echivalentă a 


grupării în paralel a voltmetrului de capacitate pro- 
prie C, şi a condensatorului de capacitate C,, se obţine: 


| c 
Umax = Up —. 
| max v C, (1) 
Cv Dar: 
Fig. 8.6. Ce = Ca + Ca. (2) 
iar: 
4 1 1 1 2 1 
eneen EEA E m E E 
Ce C, Ce T C, Ci + Cy + Ca 
sau: 
Ce z C(Cy + C3) : (3) 
C, + 2(Cu + Ca) 
Introduciînd (2) şi (3) în (1), se obţine: 
C, 
Notind în general nti = k, rezultă: 
2 
Umax = U, (2k + 4). (5) 
Discuţie şi generalizare 
1) Evident pentru ca Umax > U, este necesar ca k > 1 şi deci cai > 1= 


1 


Saí Ca + C > Cie 


De exemplu dacă U, = 100 V şi 


ati = 809,5, rezultă: 


1 i 
Umax = 100(2 * 809,5 -+ 1) = 162 000 V = 162 KV. | 
2) în cazul în care C, = Ca = C, rezultă k = 4 + < şi deci Umax = U, (3 + 


+2 9): Dacă în loc de 3 condensatoare de aceeaşi capacitate, s-ar folosi „n“ 
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condensatoare de aceeași capacitate C, limita de măsurare a voltmetrului s-ar 
mări de la U, la: 


E A |» + (n — 1) a]. (6) 


Din relaţia (6) se observă că lărgirea limitei de măsurare a voltmetrului nu 


depinde de raportul e ci în special de numărul condensatoarelor pe care se divide 


tensiunea înaltă de măsurat YU < Umax. Cind C > Cy, practic repartiţia tensiunilor 
devine independentă de indicaţiile voltmetrului, iar scara aparatului nu se defor- 
mează, astiel că (6) devine: 


Umax = nU. (7) 


3.7. Un electrician așezat pe o platiormă de montare lucrează la 
conductorul neizolat de contact al reţelei de tramvaie. Cunoscind că 
între conductorul de contact şi gina tramvaiului legată la pămînt, ten- 
siunea electrică este U = 600 V, să se determine valoarea minimă a 
rezistenţei electrice a platformei de montare, astfel încît, electricianul 
să nu fie accidentat mortal, cunoscînd că valoarea curentului maxim 
admis nepericulos pentru om în acest caz este In nar = Î MA iar rezis- 


tenţa electrică a corpului omenesc R, = 5 - 104 Q (pielea nefiind umedă) 


REZOLVARE 


Pentru ca electricianul să fie asigurat împotriva electrocutării (fig. 3.7) este 
necesar ca: l 


ÎS Irmax. 
Dar potrivit legii lui Ohm, avem: 


E 
= Rart Rp 


Comparînd (1) cu (2), rezultă: 


U U 
R n F Bp <S Înmax => Rp > 


— Rr = 
Înmax A Fig. 3.7, 
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Deci rezistenţa minimă a platformei va trebui să fie: 
600 
Su TT 
hmax 10 


Rpmin — 5.10 = 55 10 Q = 0,55 MQ. 


Tensiunea electrică ce revine asupra omului pentru Rpmin este: 
Uamax = U — Romin * Ihmay = 600 — 55 ° 104° 10? = 50 V. 


3.8. Bobina în aer a unui contactor de curent continuu (aparat 
electric comandat de la distanță, care închide sau deschide un circuit 
electric), nu trebuie să depăşească temperatura maximă admisă Omax = 
= 105° C. | i 

Cunoscînd că la tensiunea nominală de functionare bobina are tem- 
peratura 0, = 20° C şi că este confecționată din cupru care are la această 
temperatură « = 4: 10 grd, să se determine valoarea maximă pînă 
la care poate creşte tensiunea de alimentare a bobinei față de tensiunea 
nominală, astfel încît să nu se depășească temperatura maximă, ştiind 
că la această creștere a tensiunii curentul rămîne practic constant. 


REZOLVARE 
Un 


1 
Rezistenţa electrică a bobinajului la temperatura finală atunci cînd tensiunea 


nominală creşte la valoarea Umax, este: 


Curentul la temperatura 6, = 20° C este I = 


R, = R [1 + al0max— 20}. (1) 
În acest caz curentul fiind acelaşi, avem: 
Un Umax 


R, R4 + a(0max — 20) 
din care rezultă imediat: 


Umax = Un(1 + a(Omax — 20)]. (2) 
Numeric avem: Umax = 1,34 Va. 


3.9. O linie bifilară de curent continuu alimentează cu un curent 
total Z, un mare număr de consumatori care cer practic acelaşi curent, 
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pi 
A 


“aşezaţi la distanțe mici unii de alții în raport cu lungimea liniei L 
slig. 3.9). Dacă alimentarea se face pe la un capăt al liniei sub tensiune 
constantă, și dacă se consideră consumatorii echidistanți, se cere a se 
determina secţiunea minimă comună tuturor conductoarelor liniei 
cunosciînd că pierderea maximă admisibilă de putere prin efect termic 
pe toate aceste conductoare este (A P)max- 

Conductoarele liniei au rezistivitatea p. 


O ° + . (J LA (2 . °. » 
. 
A A i ` i i 
| e * D s O | » » O O O 


-REZOLVARE 


În condițiile enunțului problemei, putem . 
defini o densitate de curent liniară pe con- 
ductoarele liniei. 


ale 
L 


â= =, | (1) x 


Considerind un element de lungime dz Fig. 3.9. 
situat la distanța z de capătul prin care se 
alimentează linia (fig. 3.9), pierderea de putere în acest eloment este: 


d(AP) = 2£ dz(7 — 8 -+ 2)? - (2) 
S 
Introducind (1) în (2), se obține: ? 
d(AP) = “e pfa z 2) dz, ze[0, L]. (3) 


Integrind ecuaţia (3), se obţine: 


2 
Ap = 2 fi (1-2) dz= 2 £ pr. (4) 
S 0 L 3 


Punind condiția ca AP < (AP)max, avem: 


E 2 PL (AP)mas, 
sS 


din care: 
2 - 
2: PE in i SE AN PE Z 2 TL _ (5) 
3 Pq AP)max (AP)max 
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3.10. Pentru încălzirea apei la o fermă zootehnică se utilizează un 
încălzitor electric. Cunoscind că în timp de 4 ore trebuie să se încăl- 
zească 200 litri apă de la 5° C la 85° C, se cere a se determina lun- 
gimea minimă necesară a conductorului de cromnichel cu secţiunea de 
0,5 mm? pentru confecţionarea elementului de încălzire. 

Randamentul încălzitorului este = 0,9, tensiunea la bornele de 
alimentare U=220 V, rezistivitatea conductorului Bop = 1,2 - 10%9-m, 
temperatura de încălzire maximă admisă a conductorului este Omax = 
= 450” C iar coeficientul de temperatură (considerat constant pe tot 
intervalul de temperatură) este a = 8- 104 grd. 


REZOLVARE 
Rezistenţa electrică a încălzitorului la temperatura de 20° C este: 
l 
Rao = Pu’ i : (1) 


Rezistenţa electrică a aceluiaşi încălzitor care nu trebuie să depășească tem- 
peratura maximă max de funcţionare este: 


< Rai + «(max — 20)], 
sau: 


l 
Ro < Pzo° u + a( Omax — 20)]. (2) 
Pe de altă parte aceeași rezistenţă electrică se poate exprima prin relaţia: 
9 

y? 
Si 3 
P (3) 
în care P este puterea încălzitorului şi care la rîndul ei se poate exprima prin relaţia: 
p = Q _ M-Cs-A0 (4) 

net net 


Substituind (4) în (3), se obţine: 
"Uz 


RO = —— 5 
M - Cs* AG 5) 
Comparind (2) cu (5), și explicitînd 1, se obţine: 
nsUz 


ÎS Si E (6) 
M - Cs* A0 ° pali + a(6max — 20)] 
Deci: 
= nsU ?t 


lmin = 
~. M-*Cs* AO: pall + a(Omax — 20)] 


(7) 
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Inlocuind valorile numerice în (7), se obţine: - 
0,9 ° 0,5 + 1078 2202 + 4 3600 


aa RI 2590 De 
200 - 4185,5(85 — 5) + 1,2 * 40“4[1 + 8 ° 10"4(450 — 20)] 


lmin 


3.11. Un miliampermetru măsurind pe toată scala sa un curent 
i, = 1 mA şi avind o rezistență electrică interioară r = 60 Q trebuie 
transformat astfel încît să poată fi utilizat cu cele cinci sensibilități 
specificate, folosindu-se un şunt universal, după schema din fig. 3.14, a. 
Dimensionarea guntului universal se va face în următoarele două ipoteze: 

a) Atunci cind tot şuntul S este introdus, să se poată măsura cu- 
rentul minim Imin = 5 mA. l 

b) Valoarea căderii maxime de tensiune în dispozitivul de măsură 
să fie AUmax = 74,97 mV. 


REZOLVARE 


a) Se scriu următoarele ecuații: 
ia + is = Imin (1) 
Imin = nia (2) 
is ° S = iar: (3) 


Din (1) şi (3) se explicitează ča: ; 25A 054 HOMA 25mA SimA 


ig = 


$ Imin. (4) Fig. 8.11, a. 


Din (2), rezultă coeficientul de şunt: 


n = Ein | (5). 


la 


Din (4), rezultă același raport: 


Imin r | 
SP i ENE JR Ia ~. {6 
= În = 4 6 


la 
Comparînd (5) cu (6), se determină valoarea șuntului S: 


iapa ua E ae Alea 00 ui 
ia 
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Pentru celelalte valori de curent Ip > Imin, rezultă similar: 


ma a eaa SEE Da A a, (8) 
ta Si Nk În În 
ia 

Deci: 

sia all E 00). gi Se 0/15 Oi Bia 2 2045 0 Sia 

25 100 500 
— 75 = 0,03 Q. 
2 500 


Valorile ohmice ale diverselor secțiuni ale şuntului universal vor fi: 
R=S5—S5,=15—3=12 Q 
R, = S, — S; = 3 — 0,75 = 2,25 Q 
R, = Sa — $, = 0,75 — 0,15 = 0,60 Q 
R, = S, — S, = 0,45 — 0,03 = 0,12 Q 
R, = S, = 0,03 Q 
b) Căderea de tensiune pe dispozitivul de măsură, ca formă generală, are 
expresia (fig. 3.11, b): 
AU = Rp, Ík, (9) 


în care s-a notat cu Rg rezistența electrică echiva 
lentă a dispozitivului de măsură, astfel ca aportul 
să poată măsura curentul 74 căruia îi corespunde 


un şunt Sp- 
Avem: 
Ir = RR nl > Rk = AlS = Sa + 7) Sh + E, (10) 
Sp Sr 
Înlocuind (10) în (9), se obține: 


Din (11) se observă că se obține căderea maximă de tensiune cînd se va măsura 
curentul maxim (Imax = 2,5 A), căruia îi corespunde şuntul Sr = S; cu valoarea 
cea mai mici: 

AUmar = Ry — S, = 74,97 Q. (12) 
la 

Pentru determinarea celor două necunoscute (Ri şi S,) se utilizează şi ecuația: 


dmax, — n, = Ët — 2 500, (13) 
la AY 
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Rezolvînd sistemul de ecuaţii format din (12) şi (13) rezultă: 
R=75 Q şi S, = 0,03 Q 
Deci şuntul S$ va avea valoarea: 
S = Ri — r= 75 — 60 = 15 Q. 


Restul valorilor în care se divizează $ se obțin ca şi în cazul a. 


3.12. Un receptor de energie electrică cu puterea P = 1,1 kW este 
conectat prin intermediul a două conductoare la o rețea de curent 
continuu cu tensiunea de 110 V. Cunoscind că receptorul este un rezistor 
cu rezistența electrică a cărei mărime poate fi variată, să se determine 
rezistența electrică a conductoarelor de legătură, pentru care puterea P 
a receptorului se obține pentru o unică valoare a rezistenței electrice a 
acestuia (respectiv a unui unic curent în circuit). Care este valoarea 
rezistenței electrice a receptorului în acest caz? Discuţie. 


REZOLVARE 
Aplicînd legea a II-a a lui Kirchhoff circuitului (fig. 3.12), se obține: 
pi TEE S = (1) 

în care R. este rezistenţa electrică a conduc- 
toarelor de legătură iar i — curentul din circuit. 


Rezolvind (1) în raport cu :, se obțin 
două valori: 


1 
2Re 


i = (U +y U: = 4PR). (2) Fig. 3.12. 
Corespunzător celor două valori ¿ şi i» pentru care se obține aceeași putere P 
a receptorului, evident vom avea şi două valori corespunzătoare a rezistenţei elec- 
trice a receptorului R, şi Ra 
Pentru ca puterea P a receptorului să se obţină pentru o unică valoare a rezis- 
tenţei electrice a receptorului şi deci pentru o valoare unică a curentului din cir- 
cuit, este necesar ca discriminantul ecuaţiei (1) să fie nul. Adică: 


A = UZ 4PR. = 0: (3) 
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Din (3) rezultă: 


AP 


În acest caz sarati din circuit este: 


4P 
Rezistenţa electrică a receptorului în această situaţie este: 


Rat et i bagi 0 RRO. 


i? 4P? 4P 
y? 


Se observă că această situație corespunde adaptării receptorului la circuitul 
de alimentare (teorema transferului maxim de putere). 


DISCUȚIE 
4) Dacă discriminantul ecuaţiei (1) este negativ (A<0) adică /U?—4PR. <0, 
2 
ceea ce înseamnă Re > m , nu se găsește nici un curent ¿œ> 0 şi deci nici o 


rezistență electrică a receptorului R > 0 cu care să se obțină puterea P dată a 
receptorului. Problema nu are nici o soluție în acest caz deoarece R € [0, o] 


iar ie fo, Io = ze]. 
Re 


2) Dacă discriminantul ecuaţiei (1) este pozitiv (A > 0) adică VU:—+PR. > 


2 
> 0, ceea ce înseamnă Re < 5 problema are două soluții în ceea ce priveşte va- 


lorile lui i şi R: 


i = U2 — 4PR.) (4) 
4 NISE E e N EEA 
= — (U — V U? IZ4PR,). 5 
la 2R, ( y c) , ( ) 
Tar: 
P LPR 
Pt e (6) 
! B (U+ U —iPRY) | | 
P Z APRÈ Y | | 
R = — s (7) 
22 (UV — PR} 
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Făcînd produsul R,R,, se obţine: 
RR, = R; R.=V RR (8) 


= Din (8) se observă că dacă R, = R, rezultă Re = R, adică tocmai elementul 
cerut prin enunţul problemei. 

3) Cele două soluții ale ecuaţiei (4) pentru A > 0, trebuie considerate ca două 
regimuri distincte posibile de funcţionare a circuitului pentru care se objine aceeaşi - 
putere P a receptorului. 

n timp ce regimul dat de ¿ şi R, se apropie de funcţionarea în scurtcircuit a 
circuitului, regimul dat de ¿i şi R, se apropie de funcţionarea în gol a circuitului. 


3.13. Să se determine valoarea rezistenţei electrice a ramurii MN 
presupusă variabilă precum și tensiunea între nodurile M şi N ale 
circuitului electric din figura 3.13, în soluţia în care puterea electrică 
primită în această ramură este maximă. Generalizare, discuție. Apli- 
caţie numerică: E, = 40 V; R.=3 Q; E, =20 V și R =2 Q. 


REZOLVARE A M A 


1) Potrivit concluziilor problemei precedente, 
rezultă că puterea electrică maximă disipată în 
ramura MN a circuitului (fig. 3.13), are loc cînd 


E: a (1) 
R + Ra 
2) Tensiunea între nodurile M şi N, este: 
UMN = E, — Rila = Ea — Rola = zis: (2) 
Potrivit teoremei I a lui Kirchhoit aplicată 


în nodul M, avem: N 
takti. (3) Fig. 8.13. 
Din (2), rezultă: | | 
E,— U | | 
I 1 = -Z1 LAA i ' (4) 
Rı 
E, — Ọ 
I sa 2 MN (5) 
„Ra 
U 
I, = JMN i (6) 
z 


Înlocuind (4), (5) şi (6) în (3) şi explicitînd Umu, se obţine: 


Ea a Ea 
UMN == (E, Ra + E2R,) T HR, R , l (7) 
RR> + z(Rı + R) 1 + 4 + A 
z R, Ra 


Substituind (1) în (7), se obţine tensiunea între nodurile M şi N cînd în z se 
disipă puterea maximă. 


E, Le 
UN = ER: + ER, -e R R o : (8) 
R Re 


Generalizare, discuție 


l 1) În cazul în care pe rezistența z ar debita „n“ surse de t.e.m. Ej, Es «e. 
Ey, -.-, En conectate în serie cu R,, Rz, ..., Rk, ..., Rn (sau de rezistenţe interioare 
Ri, Rə, -:-, Rk, +»; Rn), Tezultă că în z se disipă puterea maximă, cînd: 


4 n 
Tt = = Gy = Gk. 9 
421 fk 


în care prin Gx, respectiv Geg s-au notat conductanțele respective. 
În această situație, tensiunea electrică între cele două noduri M şi N, rezultă 
din generalizarea expresiei (7): 


n n 
ao D0 
24 fk m 
UMN = ze Aaa a == A ea ESE (10) 
pi gey x k 
2 kA Ah k=l 


În cazul în care puterea dezvoltată pe ramura MN de rezistență z este ma- 
ximă, prin generalizarea expresiei {8), avem: 


n D 
DA EG 
, = k == 
UN > s (11) 
2 n a ə > Gn 
kzi Rk k=l 


2) Luind în discuţie soluţia problemei se remarcă o proprietate foarte impor- 
tantă. Astfel dacă între M și N nu ar exista nici un receptor (z = co), tensiunea 
între aceste noduri rezultă din (10): 


n Er 


n | 
x 2 Rp 2 ' 
UMN = (12) 
l n 4 n 
a Gk 
421 Pkr RTI 
Comparind (11) cu (12), se observă că: 
, 4 >» 
UMN = Și UMN (13) 


adică tensiunea între nodurile M și N în situația în care pe ramura MN se dez- 
voltă puterea maximă reprezintă jumătate din tensiunea între aceleaşi noduri dar 
cînd aceeași ramură funcționează în gol (x = œ => Gx = 0). 


Acest lucru conduce la concluzia că dacă R,, R,,..., Ra, .-:, Rn ar fi rezis- 


tenţele electrice interioare ale surselor conectate în paralel, UMN = Ee, în care Ee 
este t.e.m. echivalentă a bateriei astfel formate (funcționfnd în gol), în cazul trans- 
şerului maxim de putere de la baterie la rezistenţa de sarcină x, căderea de ten- 
siune este jumătate din t.e.m. echivalentă a bateriei (generalizarea concluziilor 
problemei 3.12). 


3) Problema se putea rezolva mai detaliat prin studiul variaţiei funcţiei Pr = 
= zI, adică PMN = f(x), determinind 7, ceea ce de fapt conducea la demonstra- 
rea transferului maxim de putere. Lăsăm în seama cititorului acest exercițiu. 


Substituind valorile numerice în (1) şi (8), se obţine z = 41,2 Q şi UMN = 14V. 


3.14. Un conductor electric de lungime dată, se taie în două bucăți 
iar din fiecare bucată se confecționează cite un rezistor. 


Conectind cei doi rezistori în serie şi alimentindu-i de la o sursă de 
energie de curent continuu de o anumită t.e.m. şi de rezistență electrică 
interioară neglijabilă, se obține un anumit curent. 

Conectind în paralel cei doi rezistori şi alimentindu-i de la aceeaşi 
sursă se obţine un alt curent. Cum trebuie tăiat conductorul inițial, 
astfel încît raportul celor doi curenţi să fie maxim și care este valoarea 
acestuia? Discuţie și generalizare. 
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REZOLVARE 


Fie E tensiunea electromotoare a sursei, Z — lungimea inițială a conductorului, 
s — secţiunea, p — rezistivitatea, iar l, şi 2» — lungimile celor două bucăţi de conduc- 
toare în care se taie conductorul iniţial de lungime z. 


Evident: [= 4 + d (1) 


În cazul conectării în serie, avem: 


E 
L(a +a) 
S 
În cazul conectării în paraleł, avem: 
E 


Ip = pey S (3) 
s (L + lJ 
Raportul celor doi curenți va fi: 
ds Za hth = hlz (4) 
Ip (G + l3)? 3 
Ştiut. fiind că produsul a două numere a căror sumă este constantă, este maxim 
atunci cînd numerele sînt egale, rezultă că Ja este maxim cînd l} = d = Z. 


p: 
Deci maximul acestui raport este: 


mi n 


Discuţie şi generalizare 


Expresia (4), poate fi pusă cu ușurință sub forma: 


DR: 6) 


Luînd în considerare cunoscuta inegalitate matematică: 


as + as + as + -us + an) (+ ah ate 
ar; Ga Ca anj 


Sau. 
n 


La 4 
`> ak d — > nă, 


R=i k= 


` 


E42 


în care ap > 0 {k = 1, 2, 3, ..., n), rezultă imediat că: 


1 1 
n 


n n2 
Ba — 
Aplicînd inegalitatea (7) în cazul particular n = 2 din (6) rezultă imediat: 
ds < ea , Sau (+) Sepi adică rezultatul (5). 
Ip 92 Ip max 
În acest fel problema se poate generaliza în sensul că dacă lungimea iniţială a 


e e w a . e I 
conductorului Z se taie în „n“ părți, valoarea maximă a raportului = este: 


3 » 


în condiția în care cele „n“ părți sînt egale 4 = lh = l = ... = lp = EA 
n 


3.15. Un curent electric de intensitate Z trece prin două conductoare 
de rezistență R, și R, conectate în paralel. Să se determine relația ce 
are loc între intensitățile curenților ce trec prin cele două conductoare 
și rezistențele acestora, astfel încât efectul Joule-Lenz total în cele două 
conductoare să fie minimal. 


REZOLVARE 


Dacă < (fig. 3.15) este intensitatea curentului electric ce trece prin R,, intensi- 
tatea curentului ce trece prin R, este Z — x conform teoremei întîi a lui Kirchhoff. 

Conform legii Joule-Lenz, pierderea de 
energie ce se transformă în căldură în unitatea 
de timp este: 


P = Ri + R2(l — xF, (1) 
care se mai poate scrie şi sub forma: 


După cum se observă în membrul doi al 
expresiei (2) avem un trinom care are coeficien- 
tul lui z? pozitiv. 
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Deci P este minim dacă z are valoarea egală cu semisuma rădăcinilor trinomu- 
lui, adică: 


z= aaa ie ai I, (3) 
R, + R: 
Intensitatea curentului ce trece prin R, este: 
lL=I ~ z= Ei 8 . (4) 
R + R; | 
Făcînd raportul 7,/7., rezultă: 
nD oR, 
l R, 
sau: 
ILR, — LR, = O (5) 


ceea ce reprezintă teorema a II-a a lui Kirchhoff. 
Se trage astfel concluzia că efectul Joule-Lenz într-un circuit electric devine 
minimal, cînd ambele legi ale lui Kirchhoff sînt satisfăcute. 


3.16. Un circuit este compus dintr-un generator de curent continuu 
de rezistenţă electrică interioară neglijabilă şi de t.e.m. Æ, un fir metalic 
MN cu rezistivitatea ç, secţiunea s și lungimea 7 şi doi rezistori cu 
rezistenţele R, şi R, (fig. 3.16). Borna B a rezistorului R, este mobilă 
şi poate culisa pe firul MN. Să se determine poziţia bornei B, astfel 
încît intensitatea curentului din rezistorul R, să fie minimă și să se 
calculeze valoarea acestui curent. 

Aplicaţie numerică: E = 6,4 V; p= 
=0,5-10= Q.m (constantan); s=0,05 mmp; 
l= 1,2 m; R =4 Q şi R = 12 Q. 


REZOLVARE 


Determinăm curentul 7, (fig. 3.16) utilizînd 
legile lui Kirchhoff: 


I = I + Ia (1) 
LR, + k(l — 2), — Ri = 0 (2) 
Fig. 3.16, Role + k T I => E, (3) 
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în care s-a notat: 
pls = k, BN = z şi MB = l~ z. 
Rezolvînd sistemul de ecuații format de (1), (2) şi (3) în raport cu 7,, se obţine: 
_ RE 
~ (Ri ka, + kl) — krè ’ 
Din (4) se observă că Z, este minim atunci cind numitorul acestei expresii este 
maxim. Deoarece numitorul expresiei (4) reprezintă un polinom de gradul doi în z: 
— k?z? + k(R, + kDz + RAR, + kì), 
rezultă că el are valoarea maximă atunci cînd x este egal cu semisuma rădăcinilor 
polinomului (22 are coeficientul negativ): 


r= Etki 
2k 


I, z e [0, 1] (4) 


Evident problema este posibilă atunci cînd z < ł adică R, Sl. 
Înlocuind (5) în (4), se obţine: 
4R.E 
(R, RDB + R, + kì) ` 
Substituind valorile numerice în (6) şi (7), se obține z = 0,8 m și Z, min = 
= 0,3 A. 


(6) 


L min = 


3.17. Un dinam şunt are tensiunea electromotoare E, rezistența 
electrică interioară r şi rezistența inductorului R, Se cere să se deter- 
mine intensitatea curentului folosit de con- 
sumator pentru ca randamentul electric al 
dinamului să fie maxim. 


REZOLVARE 


Schema circuitului dinamului şunt este cea din 
fig. 3.17, în care consumatorul este notat cu R (rezis- 
tența sa electrică) şi intensitatea curentului ce-l par- 
curge cu I. 

Circuitul are n = 2 noduri şi } = 3 laturi. Se 
pot scrie deci pentru rezolvarea acestui circuit Fig. 3.17. 
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n — 1 = 1 ecuaţii utilizînd teorema întîi a lui Kirchhoff şi respectiv i — n + 
+ 1 = 2 ecuaţii utilizînd teorema II-a a lui Kirchhoff. Avem: 


ar l +I (1) 
Ril; — RI = 0. (3) 
Randamentul electric al dinamului este: 
RP 
= 3 4 
Ne E-I; (4) 
Exprimind R şi Jg în funcţie de Z, din (1), (2) şi (3), rezultă: 
E + RiT 
r + R; 
R= R(E — ri) (6) 
I(r + Ri) 
Înlocuind (5) şi (6) în (1), se obține: 
=> 
HE +R 
Derivind ve în raport cu J din (7), avem: 
dne _ _Rı(E? — 2rEI — rRiI?) (8) 
dI E(E + Ri ° I) 
Extremele randamentului au loc atunci cînd Te = 0, respectiv cînd: 
rRI? + 2rElI — E? = 0, (9) 
adică pentra: 
E | 
Iin = zi + Vi + Rr). | (10) 


Din cele două soluţii ale E (9), este valabilă numai cea cu semnul plus în 
fața radicalului, deoarece în condiţiile rezolvării problemei o intensitate negativă nu 
are sens {izic. “Rezultă: 


l E FIRIZA 7-3. 
DE-A ea RE: R). (44) 
. Rii ! F ; 
Pentru a stabili natura extremului dat de (11), avem: 
Ahe 2 Ri 
e > — i O E + Ril) + R(E? — = 
EFA B "ZE Fi rroi + RIA R(E 27EI rR1*)). (12) 
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Înlocuind (11) în (12), rezultă: 
din, 2 2r Ri 


AR OCE tF Rr 
Deci pentru Z, dat de (11), funcţia na = f(7) prezintă un maxim. 


0, (13) 


Notă. Problema se poate rezolva pe o cale care scoate în evidenţă mai mult sen- 
sul fizic, dacă considerăm ne = î(R), R e [Q, co) deoarece de fapt I = î(R). 

Într-adevăr R este elementul fizic a cărui mărime poate fi variată. 

În acest caz problema nu mai apelează la calculul diferenţial, găsindu-se ne max 


RVr 
V r+ Ri 
Lăsăm în seama cititorului abordarea acestei căi de rezolvare a problemei. 


pentru R = , căruia îi corespunde curentul de sarcină, Z dat de (11). 


3.18. Se consideră circuitul din figura 3.18, în care rezistenţele R, = 
= R, = z sînt necunoscute. Pentru ce. valoare a lui v, curentul care 
trece prin rezistența R, are valoarea maximă şi care este mărimea 
acestei valori? 


REZOLVARE 
Curentul 7 debitat de sursa de energie, este: 
E 
I — — e 4 
R, (1) 
Par: 
RaR 
Re = R R a 
e at R + R, 4 R, 


10* 


sau: 


9r x + 22x + 36 
Ra = & — = m. 2 
e RE a o 49 (2) 
Deci: 
I= 80(x -+ 9) (4) 
z? +- 22x -+ 36 


Pentru a determina pe Z, aplicăm cele două legi ale lui Kirchhoff în cir- 
cuitul dat: | 


I = lth I = L+ 

sau 15) 

LR, = Ls E PERNA 

L 9 

Introducînd (4) în (5) şi rezolvind sistemul în raport cu Z,, se obține: 
80z 
Le = a a 6) 
-+- 22z + 36 


Avem: 
dl = 80° EREI | ali A i 
| dz (22 -+ 22x + 36)? 
care se anulează pentru unica valoare pozitivă z = 6 Q. 
Studiind semnul trinomului 36 — z?, deducem că, pentru z < 6, ci > 0, iar 
pentu z > ô, “au < 0. Rezultă că pentru R, = R, = 6 Q, I, devine maximă. 


Înlocuind z = 6 Q în (6) se obține: Z, max = 2,35 A. 


3.19. Să se determine numărul minim de pile cu t.e.m. Æ şi rezis- 
tența electrică interioară r precum și modul în care trebuie grupate, 
astfel încît bateria formată să debiteze curentul Z într-un circuit exte- 
rior de rezistență R. 


Aplicație numerică: E = 2 V, r = 0,2 Q, I =15 A ṣi R=4 Q. 
REZOLVARE 


Presupunem că se face o grupare mixtă, cu y ramuri în paralel, fiecare ramură 
cu x pile, astfel încît: 


zy = n. (1) 
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Curentul debitat de baterie în circuitul exterior este: 


E- Met (2) 


R4+ rr 
Yy 


Îniocuind în (2) y = Ai şi explicitînd n, se obţine: 
Pa 


Irr? 
n = ZE RI = f(x), ze [0, 00). (3) 


Pentru a determina extremele funcţiei n = f(x), facem = = 0. 
zT 


Avem: 
dn _ Irz(Ez — 2RI) _ 


dz — (zE — RIY i 


din care: 
z, = 0 (soluţie banală); 
_2RI 


n= (5) 


Se observă din (4) că pentru z < z, rezultă 1 < 0 iar dacă z > z, rezultă 
zT 
= > 0. Prin urmare n prezintă un minim pentru z = z, a cărui valoare rezultă 
T 


prin înlocuirea (5) în (3): 


iar [LV (6) 
n = ri — . 
| min ( ) 
Numărul ramurilor în paralel al grupării mixte a pilelor este: 
Rmin I 


Înlocuind valorile numerice în (5), (6) şi (7), se obţine: z, = 60 pile; nmin > 
= 180 pile; y = 3 pile. l 


3.20. Se dau n surse electrice identice de curent continuu, fiecare 
cu t.e.m. E şi rezistenţă electrică interioară r şi n consumatori electrici 
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cu rezistenţele electrice R,, Ra, ..., Rn de: mărimi diferite. Se cere să 
se alcătuiască un circuit electric în care puterea cedată în exterior să 
fie minimă, iar randamentul instalaţiei să fie maxim. 


REZOLVARE 


Indiferent de felul grupării surselor și respectiv consumatorilor, în final rezultă 
un circuit electric echivalent, în care t.e.m. echivalentă este Ee, rezistența inte- 
rioară echivalentă a bateriei este rę iar rezistenţa echivalentă exterioară este R. 

Puterea electrică absorbită în exterior este: 


a 2 
P= RR= RI) Pors tii cînd R=r. (1) 
Rar 4r 
Randamentul instalaţiei este: 
aa a a a aa a P = Pmax, (2) 
Pi EI E R+4r R+r E 
R 


respectiv cînd R =r. 

Pentru a determina modul în care urmează să fie grupate sursele de curent, 
vom considera cele două cazuri extreme de conectare şi anume conectarea în serie 
şi în paralel. În acest caz curbele de variaţie ale lui ņ şi P în funcţie de R ce 
ne interesează se prezintă ca în figura 3.20, a şi b. 

La gruparea în serie, mărimile. echivalente E, şi rą sînt: 


Es = nE, rs = nr. (3) 
La gruparea în paralel se obţine: 


Ep=E; p=. (4) 
n. 


Mărimile P şi ņ pentru cele două feluri de gru- 
pări ale surselor, notîndu-se cu R rezistența elec- 
trică echivalentă exterioară, sînt: 


Py = =B e nE? h = aml (5) 
(R + nr}? Ea 
R 
Pp = fE; Np = m ” (6) 
Toa 
n] nR 


Valorile maxime ale puterilor consumate în exterior și ale rezistenţelor exte- 
rioare corespunzătoare sînt: 
— pentru sursele de curent grupate în serie 


Ps naz = —— = —. a pentru R = nr, (7 


pentru R = = (8) 


Din analiza figurii 3.20, a şi b, rezultă următoarele situații: 
— pentru R e [0, r] rezultă Pp > Pe iar np > Me, astfel, încît pentru R =r, 


2 2 
, iar Po = Pe = [127] E 


z; 
4 + — 


n 


— pentru R € [r, nr] rezultă Pp < Ps iar np > ^s, astfel înctt pentru R = mr, 
n E RI n? E? 


e 


— pentru R e [nr, +œ], np > ùs iar Ps > Pp ajungindu-se la limită cînd 
R = +œ ca ùp = hs = 1 iar Pp = P; = 0. 

Tinîndu-se seama de cele arătate, rezultă că pentru soluționarea problemei 
puse ne situăm în domeniul R €e [ar, -+-c0), în care pentru obținerea unui randa- 
ment maxim şi a unei puteri consumate minime, rezistenţa exterioară R trebuie 
să aibă valoarea maximă permisă de gruparea celor n rezistențe R,, Ra, Ra ..., An, 
care se obține prin gruparea acestora în serio iar sursele se vor r grupa în paralel 
(pe fig. 3.20 a şi b — punctele M şi N). 

În consecinţă vom avea: 


n 
Ra mo di 
=j a ' a 4 i 
Pam = Ei Mp = eeit (9) 
Rt + a 
a n Rg 
kzi 
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3.21. Donă surse electrice de curent continuu de t.e.m. E, = 125 V 
şi E, variabilă şi de rezistenţe electrice interioare r, = 0,25 Q şi 
ra = 0,20 Q debitează în paralel pe o rezistenţă electrică de sarcină 
R = í Q. Să se determine valoarea E, pentru care pierderea de putere 
prin efect Joule-Lenz pe rezistenţele electrice interioare ale celor două 
surse este minimă iar randamentul circuitului este maxim, precum şi 
valorile extreme ale acestor mărimi în această situație. 


REZOLVARE 


1) Notînd cu Z, şi Z, curenţii debitaţi de cele două surse conectate în paralel 
(fig. 3.21), pierderile de putere, sint: 


AP =r} + rI = 0,2512 + 02012. (1) 


Y Dar: 


a n=, le fl, E, E> Ù. (2) 
Fig. 3.21. ri ra 
Aplicind formula (7) din problema 3.13, avem: 
U = Ei F Eg: e (3) 
Bg Fg: +G 


1 1 . Teona x 
în care gi =— , g, = —, G = — şi reprezintă conductanţele corespunzătoare re- 
r 


i 
ra R 
zistențelor electrice respective. 
Înlocuind valorile numerice în (3) şi apoi în (2), se obține: 
U = 50 -f- 0,5E, 
IL = 24450 — E) | (4) 
Ţinind seama de (4), pierderile de putere pe rezistenţele electrice interioare ale 
surselor date de (1), sint: 
AP = 2,25£3 — 550E, + 35 000. (5) 


După cum se observă, în membrul doi al expresiei (5) avem un trinom de gradul 
doi care are coeficientul lui E3 pozitiv. 

Deci AP este minim dacă E, are valoarea egală cu semisuma rădăcinilor trino- 
mului, adică: 
550 
9.2495 


Ă = 122,2 V. 
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în acest caz (AP)min rezultă prin înlocuirea lui Æ, în (5). Se obţine: 
(AP)min = 1389 V. (6) 
2) Este de remarcat faptul că y nu este maxim pentru (AP)min , deoarece odată 
cu AP variază şi puterea utilă Pu = fe = (50 + 0,5FE,}. 
Deci: = 
DE DI (50 + 0,5£,)? 
Pu + AP (50 + 0,5E:)? + 2,25£3 — 550E, + 35 000 ` 


Făcînd calculele algebrice elementare, se obţine: 


T) 


„_ 1 E3 + 200E, + 10 000 0) 
A e 
10 E3 — 200E, + 15 000 


Pentru a determina maximul funcţiei n = f(£,) explicitată prin (7), avem 
succesiv: 
dm _ _ 40 (E3 — 25E, — 12 500) 


à (8) 
dE, (£3 — 200E, + 15 000)? 


— = 0 => E? — 25E, — 12 500 = 0 


E2? = 125 V; E? = —100 V. 


Evident soluția care convine este E3 = 125 V pentru care m are valoarea 
maximă. 


Într-adevăr pentru E, < 125 V, rezultă S > 0 iar pentru E, > 125 V, 
3 


rezultă n < 0. 
dE, 
Deci pentru E,=125 V, n are un maxim ce rezultă prin înlocuirea E;,=E3=125 V 
în (7). Se obţine: nmax = 0,9. 
Cititorul poate încerca o rezolvare exclusiv iiterală şi eventuale generalizări 
care pot conduce la interesante rezultate cu implicații practice importante. 


3.22. Se dau două surse de curent continuu de rezistențe electrice 
interioare r, şi r, şi de t.e.m. variabue E, şi E, care debitează în paralel 
pe o rezistenţă electrică de utilizare R de tensiune constantă U la 
borne. Să se determine valorile E, și E, pentru care pierderile de 
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putere prin efect Joule-Lenz pe rezistenţele electrice interioare ale 
celor două surse sint minime, iar randamentul circuitului este maxim. 

Generalizare şi discuţie. Aplicaţie numerică: ri = 0,25 Q; r, = 
= 0,20 Q; R=1 Q gi U = t40 V. 


REZOLVARE 
Pierderile de putere pe rezistenţele interioare ale celor două surse (fig. 3.21), 
sînt: ; 
AP = AP, + AP, = nli + rel, (1) 
în care J, şi Z, sint curenții debitaţi de cele două surse. 
Dar: 
=Z; pp 20; h, E> U. (2) 
ri ra | 


Înlocuind (2) în (4), se obţine: 
AP = gu(E, — U? + g&(E:— U}; AP>0, (3) 


în care g, = 2 şi g, = à reprezintă conductanțele electrice interioare ale celor 
1 r2 
două surse. 


Relaţia (3) explicitează funcţia AP = f(E, B} căreia va trebui să-i determi- 
năm extremele. Această funcție de două variabile poate fi redusă la o funcție 
de o singură variabilă AP = f(E,) de exemplu, dacă între E, şi E} vom găsi o 
funcție de „legătură“. 

-adevăr putem scrie: 
Da RU, +1) = RO + E), 
Ta ra 
sau: 


E + Eag = Ulg + ga +G), (2) 
în care G = 2 reprezintă conductanţa electrică a utilizării. 
Din (4) explicitind E,, se obţine: 
E, = Da He +C) = Egl (5) 


Întocuind (5) în (3), se obține: 


4 
AP = g (E, — UP + Ulei + G) — Eat, 
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Sau: , 
să . . ; a 
fiec ia ( + îsi = za U [1 + ] E, + e [a EEN, (6) 
2 2 2 


Din (6) se observă că AP va avea valoarea minimă atunci cînd E, va avea 
valoarea egală cu semisuma rădăcinilor trinomului de gradul doi din membrul drept 


al expresiei (6): g 


Bz +G 
2g0 |! + ) 
-Z ga J _ Ul tg: +0) 
Be (7) 
za, [1 + &] gı + £2 
Sa 
Înlocuind (7) în (5), se obţine: 
Ulma + ge +G) Al rira ) l 
E, = Es Mate TT a Spy. (8) 
ii, gı + E2 R mtr 
Înlocwind (8) în (3), se obține: 
2 2 
(AP)min = GU = rrU a (9) 


Zi F Ba RE (r, + ra) 
Randamentul circuitului este: 


Pu + AP 
în care Pu = = = GU? este puterea constantă utilă cerută de utilizare. 
Evident, avem: 
Pu GU2 4 4 
max = D F (APjmn æu ~ G mra 
GU? + ——— 1+ 1 + —— — 
gı + Ba gı + Sa R(r, + re) 
(41) 


Generalizare și discuție 


1) Presupunem n surse de curent continuu de rezistenţe electrice interioare 
r; (i = 1, 2, ..., n) și de t.e.m. variabile z; (i = 1, 2,..., n) care debitează în paralel 
pe o rezistenţă electrică de utilizare R ce solicită menţinerea constantă a ten- 
siunii U la bornele sale. Ne propunem să determinăm valorile t.e.m. ale surselor 
pentru care pierderile de putere prin efect termic pe rezistenţele electrice inte- 
rioare ale acestor surse sînt mipime iar randamentul circuitului este maxim. Evident 
aceasta constituie o generalizare a problemei enunțate. 
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Notînd cu Z, Z, --:, In curenţii electrici din fiecare ramură a bateriei, ten- 
siunea la bornele rezistenţei R, este: 


t= | 


Dar: 


în situaţia în care fiecare sursă debitează aşa cum s-a enunțat problema (z; > U)e 
Deci: 


| Bu d N: | di 
U = „e cu = glam U dei), 


din care rezultă: 


2 gizi = U(G + SS gi) = const., (1) 


DEI | 
şi în care prin g; s-au notat conductanţele electrice interioare ale surselor fa: = 5) A 


iar prin G — conductanţa electrică a utilizării G = 7): Aceste substituiri se fac 
cin motive de uşurinţă a expunerii. 
Relaţia (1) exprimă restricţia sau condiţia problemei. 


Pierderile de putere prin efect termic pentru rezistenţele electrice interioare 
ale surselor, sînt: 


=> P); = Pili = J Pi == {zi — U), 
22 i 23 S i=l i ri ) dei i 


sau: 


AP = Sat — 2055 gizi + 2030 


ie 2 


Ținind seama de (1) expresia lui AP capătă forma: 


AP = D gizi — U? (2G + a). (2) 


je | 
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Va trebui deci să determinăm minimul funcţiei AP = f(z;), explicitată prin 
(2) atunci cînd variabilele z; respectă restricţia (1). 
Rezolvarea problemei se poate face utilizînd identitatea lui Lagrange: 
n 


S ) (È si) E ţa 33) + JD (ab — ai) 


i=l dea | îi, =i 
în care facem substituţiile: a; = y g; şi bi = V gi zi- 
În această situație avem: 
fn 


È -È e] A sea 


j= 
şi care prin luarea în considerare a condiției (1), capătă forma: 


D CĂ [o (e + $ ei) + Pai gigilzj -ar (4) 
îmi Sa 1,j=>i 


i=i 


Înlocuind (4) în (2) se obţine: 


AP = — [6202 + L asly- a) (5) 


2 s; i 


Din (5) rezultă că AP va avea valoarea minimă atunci cind: 

n i 
Se; (3T h) =NI aI (6) 

1,7=1 l 
adică: 
Tı = T = = Tn = T, 

ceea ce înseamnă egalitatea t.e.m. ale celor n surse grupate în paralel. Din (1) 
luînd în considerare (6), rezultă: 


L = t = = Zn = U 4 + £ = U E T JE ° (7) 
i Li n 
1 
CĂ R 2,7 
Îniocuind (6) în (5), se obţine: 
2772 2 
CAD starea Ceaaza (3) Se, (8) 
n R n 4 
28; pa 
i=l 1=1 


Randamentul maxim al circuitului este: 


Pau GU? 4 4 
ane hen a aa 00) 
Nmax = n 20 = 3 
Pu + (AP)min gyp CU i4 1+ 
$ n n 4 
g „8 R2 ag 


După cum se observă rezultatele (7), (8) şi (9), generalizează (8), (9) gi (10) 
găsite în rezolvarea problemei enunțate. 

2) Analiza atentă a expresiei (7) din această generalizare conduce la un rezul- 
tat interesant. 


Într-adevăr din (7), se obţine: 


= SS aa = = g= — |R -| = = — -U 
Ti = Tə TIn = 2 R F aa R (R + re) R 3 
| pari ri 
în care re = reprezintă rezistența electrică echivalentă a tuturor celor n 
1 


surse conectate în paralel iar Re = R + re reprezintă rezistenţa electrică echiva- 
lentă a fntregului circuit, | 


Deci: 


Ti = l = e = In = T = ÈU; r= >. (10) 


Din (10) rezultă deci teorema: 

Pierderile minime de putere prin efect termic pe rezistenţele electrice interioare a 
mai multor surse de curent continuu ce debitează în paralel pe o rezistență electrică 
de utilizare au loc atunci cînd t.e.m. ale surselor respective sint egale fiecare cu tensiu- 
nea constantă cerută de această rezistență multiplicată cu raportul dintre rezistența 
electrică echivalentă a intregului circuit și rezistența electrică de utilizare. 


Luînd în considerare (10), se observă că (8) şi (9), devin: 


(AP)min = = (k — 1) = Pulk — 1) (11) 
_ Î 
Nmax = k ? (12) 


3) Este de observat faptul că aşa cum este prezentată gruparea în paralel a 
surselor de curent continuu în manualele de fizică e liceu sau în manualele de 
electrotehnică de acelaşi nivel, aceasta verifică teorema enunțată fiind un caz 
varticular de aplicare a acesteia. 
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Într-adevăr în cazul în care 2, = my = e = En = E Şir = pe mE, 


a= a= m a E U Ga = di + 2) (13) 
ng j BR] 
a 
(AP)min = A (14) 
n \R 
A 
Nmax = — ~~ n (15) 
E AEA 
NR 


n 
aceasta deoarece d & = ng= Sa 
iof k | 
Evident că relaţiile (10), (41) şi (12) se menţin cu precizarea că: 


ceea ce se putea ușor observa comparînd (12) cu (15). 

4) Este de remarcat că teorema avînd un caracter universal pentru circuitul 
şi condiţiile date, în aplicarea acesteia trebuie să reținem că prin rezistenţa echiva- 
lentă a surselor re înţelegem rezistenţa electrică echivalentă a întregului circuit pînă 
la. barnele de legătură cu rezistența electrică de utili- 


zare R care cere. menținerea constantă a tensiunii U la | | 

bornele ei (fig. 3.22). x; R y 
De asemenea prin rezistență electrică de utitizare R | G | | 

trebuie să înţelegem rezistenţa electrică echivalentă a în- 

iregii utilizări (sarcini) indiferent de complexitatea sa. Fig. 8.22. 
Aplicație numerică 


Înlocuind valorile numerice în (8), (9) şi (10) din prima parte de rezolvare a 
problemei, se obţine: E, = E, = 122,2 V; (AP)nin = 13844,4 W şi max = 09. 


3.23. O linie telegrafică bifilară este alimentată la unul dintre capete 
de la o sursă de curent continuu de t.e.m. E și rezistenţă electrică inte- 
rioară Ri. La cealaltă extremitate a liniei este conectat un circuit recep- 
tor de rezistenţă R. | 
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Lungimea liniei este ], iar rezistenţa electrică pe unitatea de lun- 
gime este r. Pe linie apare un defect reprezentat printr-o rezistenţă R, 
conectată între conductoarele liniei. | 

Se cere să se arate în ce condiţii curentul din receptor este minim, 
dacă defectul are loc dincolo de mijlocul liniei — de partea receptorului. 


REZOLVARE 


Circuitul în cauză (fig. 3.23) are 
două noduri (n = 2) şi trei laturi 
(l = 3). 

Conform teoremei lui Euler, numărul 
de ochiuri independente este: 


Aplicînd teoremele lui Kirchhoff în circuitul considerat vom avea: 
I—1—1=0 (4) 
(Ri + 2rz) + RI, = E (2) 
[2r(l — z) + RI — RI, = 0. (3) 


Rezolvînd sistemul de ecuaţii format de (1), (2) şi (3) în raport cu intensita- 
tea 7, a curentului electric ce este cerut de receptor, se obţine: 
RE 


e a e a i o E EE & 
(Ri + R, + 2ra) [R + 2r(l — 2] + RAR: + 2ra) A 


I, = 


Elementul variabil din (4) este z. Deci va trebui să studiem extremele funcției 
Ia = (2). 

Avem: 
de — —2rR,ELR — Ri + 2r(l — 2z)) , (5) 
dx  {(Ri + Ri + 2rz[R + 2r(l — 2)] 4- R {Ri + 2r2)k 


care se anulează pentru: 


APEERE OY (6) 


R — R; 


2r 


> 0. 


Deoarece în general R; < R, rezultă că termenul 
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Din (5) se observă că atunci cind 0< z <— + mi, rezultă că 
ii < 0, iar pentru z > — -4+ s rezultă i > 0. Deci pentru z dat de 
dz z 


(6) curentul prin cepto este minim. 
Intensitatea minimă a acestui curent rezultă prin înlocuirea (6) în (4): 


| E 
Imin = A | (7) 


(Ri + R + 271) E i ca (Ra RE 270) 
&R, | 


3.24. Dacă la bornele 5 şi 6 ale circuitului din fig. 3.24,a se racor- 
dează e rezistenţă de sarcină R, se cere să se studieze variațiile curen- 
tului Z; prin rezistenţa de sarcină cînd aceasta variază între limitele 
R Smin și Re max" 

Aplicaţie numerică: E = 220 V; R= 11 Q; r= 5,5 Q; Renn” 


8 max 


REZOLVARE 


Se aplică formula lui Thévenin (a generatorului echivalent de tensiune): 
Vs — Ve _ _ Uso 


I = Ie = = (4) 
©? Ret Re Re+ Re 

în care F, — V, reprezintă tensiunea de mers în gol a circuitului (Rs = œ) 
Y; — Ve = Usca = Uau = Flag | (2) 


Se rezolvă circuitul electric cu Rs = œœ (de exemplu prin metoda aplicării 
legiler lui Kirchhoff) şi se obţine: 


E 
Iu = amalia CU. e, e ” 3 
“O RPIRErP (3) 
Înlocuind (3) în (2) se obține ten- 
siunea de mers în gol al circuitului: 
rE 


Ua aia A 
o ORI Lari (2) 


Fig. 8.24, a 
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11 — Probleme de limită şi extrem în fizică 


Rezistenţa electrică R, are valoarea: 


5 TR 
d FE Sita 2 
Eg Rs = R4 r+ R a fi a API E - (5) 
rR R + 3rR 4 r 


Rg J56 || |&s E E 
înlocuind valorile numerice în (4) şi (5), se ebţine: 
6 U 50 = 207 gi Rys = 159, 
Circuitul poate fi înlocuit între 5 şi 6 printr-un 


Fig. 8.24,b generator echivalent, de t.e.m. Eg = Uses şi rezistenţă 
electrică interioară Rg = Ry ca în fig. 3.24,b. 


Variația curentului prin rezistenţa electrică de sarcină rezultă imediat: 


U seo 20 
Isermin = Ra + Romar — max 15425 09k : (6) 
Îsemax = Ra + Remin 1858+45 i (7) 


3.25. Se dă circuitul din fig. 3.25, a şi se cere: 

a) Să se rezolve circuitul. 

b) Cu ce rezistenţă Rs trebuie înlocuită rezistenţa R,, astfel ca prin R; 
să se transfere din circuit maximum de putere. 

c) Ce valoare ar avea în acest caz I și care este valoarea numerică 
a puterii maxime transferate, 

Date numerice: E, = 130 V, E, = 140 V, E, = 215 V, R =2 Q, 
R, =4 Q; R=1 Q0; R= R, = 10 Q; R, = 20 Q. 


REZOLVARE 


a) După cum se observă numărul de noduri ale circuitului n = 3 iar numărul 
laturilor circuitului 1 = 6. 

Deci se pot scrie n — 1 = 3 — 1 = 2 ecuaţii independente utilizind legea I 
a lui Kirchhoff şi l — n + 1 = 6 — 3 4+ 1 = 4 ecuaţii independente scriind cea 
de a Il-a lege a lui Kirchhoff.. 
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Fig. 8.25. 


Considerînd nodurile 4 şi 2 precum cele 4 ochiuri (bucle) din figura 3.25, a în 
care s-au ales sensuri de circulaţie arbitrare avem: 


Ia + În = În + Îş (1) 
În + Î3= + lo (2) 
E = Rd + Rda (3) 
E, = Rola + Rl, (4) 
E, = Ral, + Rule (5) 
0 = Rada + Roly — Re (6) 


Înlocuind valorile numerice în ecuațiile (1) — (6) și făcînd simplificările posis 


bile, se obține sistemul: 


Za + =L +I (7) 
L+L=L+ (8) 
65 = 1, +51, (9) 
35 = I, + 5I, (10) 
245 = 1, + 104 (11) 
0 = 17, + 21, — le (12) 


Rezolvind sistemul de ecuaţii astfel format (indiferent prin ce metodă) se 
obţine: 1, = 15 A; I, = 10 A; I, = 15 A; L = 10 A; I; = 5 A ṣi I = 20 A. 

b) Se aplică teorema generatorului echivalent de tensiune (Thévenin) şi teo- 
rema transferului maxim de putere. 

Se transformă astfel circuitul între nodurile 2 şi 3 în generatorul echivalent 
(fig. 3.25, c), avind t.e.m. Eg = Usg [tensiunea de mers în gol între nodurile 2 şi 3) 


11% 
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iar rezistenţa electrică interioară Rg = Ra, (rezistenţa electrică echivalentă între 
nodurile 2 şi 3 în condiţiile în care se suprimă toate sursele din circuit). 

Pentru determinarea Uz, se rezolvă circuitul din figura 3.25, b, în care 
s-a suprimat R, dintre nodurile 2 şi 3. | 

Prin aplicarea legilor lui Kirchhoff, se obţine sistemul de ecuaţii: 


Ia + Is = li +i (13) 

Ii = hh +I | (14) 

65 = l + 514 (15) 

35 = I3 + 5I5 | (16) 

245 = I3 + 1024 + 201 (17) 

Pentru determinarea Ux este suficient să determinăm 73. Rezolvînd sistemul 

format din ecuaţiile (13) — (17) în raport cu I3 se obţine J3= — = A (sensul ales 
convenţional pentru Is este invers faţă de cel real). 

Avem: 
Es = Um = Es — Rih = 205 — (1:52) = E , (18) 


Pentru ca pe R, să se transfere maximum de putere este necesar ca valoarea 
să fie: 


Rs = Rg = Ry. l (19) 


Calculînd rezistenţa electrică echivalentă între nodurile 2 şi 3 ale circuitului 
pasivizat (fig. 3.25, b), se obţine: 


RR, 4 RR, e, (2 i Ei) 


p, =B tR, Ro t Rs) __ 2410 4+2) _ —Žo 
R, 4 Ah R,R, pp 2710 4:20 6 
R +R, R, +R, 2410 Î 4420 


R = Rg = Ry = Za. 


c) Curentul Zg se determină aplictnd legea lui Ohm în circuitul echivalent din 
figura 3.25, c. Avem; 


650 
ARIEL RE RE RIN, A. 
6 
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Valoarea puterii maxime transferate în Re: 


Pi 2 2 
Pmax = Rel = Re EL — PE —L07 = 14,083 kW. 
a Ra 5 
6 


3.26. Două receptoare electrice de puteri diferite P, şi P, trebuie 
alimentate sub tensiuni egale la borne U. Ele sînt alimentate de la o 
sursă de curent continuu de rezistenţă electrică interioară neglijabilă 
și de t.e.m. constantă E > U. Între sursa de curent și cele două recep- 
toare se găseşte o linie de lungime l, care se bifurcă apoi în două linii 
de lungimi Î, şi Z pentru a alimenta receptoarele respective (fig. 3.26). 
Cunoscînd că metalul conductor este același pentru cele trei linii, să 
se determine mărimea secţiunilor lor, astfel încît volumul de metal 
conductor utilizat să fie minim. 


REZOLVARE . 


Notind cu s, s, şi s, secțiunile conductoarelor celor trei porţiuni de linii, rezultă 
că volumul de metal necesar este: 


V = 218 + 24s, + lasa. (1) 
Deci: 
V = îls, su, s2) (2) 


Pentru a simplifica problema vom căuta să exprimăm sı Şi s în funcție de s 
ca şi de celelalte mărimi constante date prin enunţul problemei. 

Vom constata în primul rînd că valoarea căderii 
de tensiune dintre sursă şi cele două receptoare este: 
aceeaşi, indiferent de distanţa dintre receptor ş 
sursă: | 


E- U= AU. (3) 
Prin aplicarea legii a II-a a lui Kirchhoff. în 


cele două ochiuri independente de rețea (fig. 3.26), 
se obține: 


RI + RIL +U=E Fig. 8.26. 
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sau. 


RI + RI = AU (4) 
RI + Rl, = AU (5) 
în care: 
Had, katake, 
YS YSı YS2 
Aplictnd teorema întti a lui Kirchhoff în nodul A, se obține: 
I = L eA- Io. 


Înlocuind I, R, R, şi R, în (4) şi (5), se obține: 


21 2l 
— (L + 12) + —. l = AU 
YS S1 


y's 
21 21 
— {I + 12) pr e 1 = AU 
Ts Y * 52 
sau: 
| 21, 
YSU 
2l, 
P = AU. 7 
A 2 | (7) 
Din ecuaţiile (6) şi (7) se poate obţine s, şi s în funcţie de s: 
21, P; 


21 
yU [av te, ai P)| 


a-i (Pi + P2) + P, = AU (6) 


220 (pipe) 
ysU 


(8) 


54 = 


gacn i (9) 


21 
vU av — y0 (2, + P] 


înlocuind (8) şi (9) în (1), vom obţine V = f(s): 
4 (IP, + BP) 


i cati 2l 10 
TU | AD — 5y (Pa + Pa| (10) 
YsU 
Pentru a afla extremele funcției V = f(s), avem: 
— 8] (12 2 
——— (NP, + l2 P2) (P, + Pa) 
222773 

ar aa e a DAN i aa ai E (41) 


2 
[av - 2 (Pi + Pa| 
ysU 
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din care: 


I 97 2 
8 ga (EP + BP.) (P, + P) — 21| av nai Dă Pa| = 0. 


Ecuația precedentă se mai poate pune şi sub forma: 


a aiat, AP(Pi + P} P, + Pe (2p 
yUAU — PUAU PUAU F 
din care se obține: 


+P) = 0 


2na n Pe 
s= PLEPI (r q V/ Et 8). 42) 
yU AU P, + P; 


2I(P, + P,) 

y-s-U 
pe linia comună este mai mică decit căderea de tensiune AU, rezultă că din (12) 
numai o singură soluţie satisface problema şi anume: 


2 2 
s 2P, + Pa) 144 [eu ses). (45) 
yU. AU l P, + P, 


Pentru a determina natura extremului funcției V = f(s) dat de (13), avem: 
dy _ 16ylUAU (GP, + l3 P;) (P, + P), 
ds? [yU AUs — 21(P, + P2)P 
Introducînd (13) în (14) se obține: 
d:V d 46ylU AU 
ds VIP, + Pa (ÑP, + 422) 


şi deci pentru s dat de (13), V = t(s) prezintă un minim. 
Înlocuind (13) în (8) şi (9) se determină s; și s,: 


_ _2Pe f, I 
TUAR VE + ÊP, 
Pı + Pa 
= 2lPo fip l o 
PAUSAN y + 12 P, 
Pi + Pa 


Volumul minim de metal înglobat în linia dintre sursă gi receptoare se obține 
prin înlocuirea (13) în (10): 


Deoarece din punct de vedere fizic căderea de tensiune AU, = 


(14) 


> 0 


Ss, (15) 


. (16) 


Sa 


3 2 
Vmin = (P, + Paf, +1 yitir), (17) 
po U» AU l P, + P; 
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3.27. Într-o instalaţie galvanotehnică care conţine o soluţie de 
sulfat de nichel (NiSO,) în timp de 12 h se obţin 587 g de nichel 
prin electroliză. Să se determine energia minimă necesară pentru obţi- 
nerea fenomenului de electroliză a sulfatului de nichel cunoscînd că 


rezistența electrică interioară a cuvei electrolitice este de Pa Q iar 


tensiunea la bornele sale de 5,2 V. Se dau: masa atomică a nichelului 
A = 58,69 şi valența n = 2. 


REZOLVARE 


Energia minimă necesară pentru obținerea fenomenului de electroliză este: 
Wmin = Ua’ d’, (1) 


în care Uq este tensiunea de polarizație a cuvei electrolitice, 7 — curentul electric cə 
traversează electrolitul iar £: — timpul de funcționare. 


Dar: 

Ua = U — Ri’ l, (2) 
în care U este tensiunea la bornele cuvei electrolitice, iar R; — rezistența electrică 
interioară a cuvei. 

Conform legii electrolizei exprimată în notațiile cunoscute avem:. 
EEE EE EE R (3) 
F n Ai 
Înlocuind (3) în (2) şi apoi (2) în (1), se obţine în final: 
n 


Wmin = (U — Ri Ii = (v — RiımP 5) nme (4) 
Ai A 


` înlocuind valorile numerice în (4), se obţine: 


Wmin = 58,32 * 105 J = 1,62 kWh. 


3.28. O spiră metalică circulară de diametru D este străbătută de 
curentul ]. Să se determine punctele de pe axa verticală perpendiculară 
în centrul planului spirei în care intensitatea cimpului magnetic este 
maximă şi respectiv minimă precum şi aceste valori extreme. 

Aplicaţie numerică: D = í m și J=40A. 


168 . 


REZOLVARE 


ii 


În SI raţionalizat, intensitatea cîmpului mag- 


netic H pe axa spirei circulare într-un punct M M 
(fig. 3.28), este: 


2 
(a) _ 20 
H= ID 


ER La 1 
2r? 8r? | 2 


Dar din triunghiul dreptunghic OAM avem: 


Înlocuind (2) în (1), se obţine: 


Fig e 3.28. 


-— P (3) 
— (k 4 D 


Pentru z e [0, œ) din (3) rezultă că: 


— pentru z = 0 > H = Hmax = = (centrul planulu: spirei); 


— pentu z -> œ =» H = Amin = Q. 
Înlocuind valorile numerice se obține Hmax = 40 A/m. 


3.29. Se consideră două conductoare rectilinii, paralele şi infinite, 
parcurse de acelaşi curent /. Să se determine valorile extreme ale inten - 
sităţii cîmpului magnetic rezultant în exteriorul conductoarelor, în 
lungul segmentului de dreaptă care unește centrele secţiunilor deter- 


minate în cele două conductoare de un plan perpendicular pe 
direcția lor. 


Se vor considera două situații distincte: a) curenții sînt în același 
sens; b) curenţii sint în sensuri contrare. 


Diametrul conductoarelor eşte d iar distanţa între axele conduc- 
toarelor a. Aplicaţie numerică: J = 50 A; a=10 cm; d=4 mm. 
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REZOLVARE 


E a) Din fig. 3.29 se observă că într-un punct P de pe segmentul 1—2, cîmpurile 
H, şi H, produse de cei doi curenți au aceeași direcție, perpendiculară pe axa gz’ 
şi sensuri contrare astfel încît valoarea cimpului rezultant este: 
H=A,-H,= I ___J I A ea 1 îi âzi 
ra? — 4x?) 


(1) 


a 
—— T ria x£ 
2 2T 


Fig. 3.29. 


Expresia (1) exprimă H = f(z). 
Intervalul de variație a lui æ, în interiorul dintre cele două conductoare este: 


a d a d 
ii a a T 
Fi pă ia acte “aaa 
sau: 
4 4 
— > (a — d) S z S > (a — d). (2) 
2 2 
Din (2) rezultă că: 
Emax = 7 le — d) (3) 
Tma ~ — Tmx o F (a — d). (4) 


Înlocuind (3) şi respectiv (4) în (1), se obţine: 


__ 2(a — aM 
Hmax = Tea — d) Za) (5) 
Amin = — H max = Ta — dU (6) 
rd(2a — d) 


Este ușor de observat că funcţia H = f(z) descrisă de (1) este rezultată prin 
compunerea a două curbe hiperbolice H, = f(x) şi H = f(z). Evident H = 0 cînd 
H, = H, adică atunci cînd v = 0. 

b) Dacă cei doi curenți sînt de sensuri contrare, cîmpurile H, şi H, au acelaşi 
sens şi dau un cîmp) total. 

I 1 4 hal 
H = H, +H, = — e 
1 Ha 2r| a 4 + a z(a? — 422) 


2 2 


(7) 


Din (7) se observă că funcţia H = f(x) trece printr-un minim cînd z = 0 și 


cînd Hmin = si şi are un maxim în valoare absolută cînd |z| = = (a — d): 
Ta 


kal (8) 


| Hmax | = ———— e 
nd(2a — d) 


3.80. Unul din procedeele de măsurare a inductanţelor mutuale este 
metoda Felici, care constă în compararea inductanței mutuale de măsu- 
rat M., cu o inductanță mutuală etalon, variabilă (variometru) M,, 
avînd un domeniu de variație între O şi 0,191 H. 
În schema de montaj (fig. 3.30) înfăşurările 
primare (A Bı și C.D,) sînt legate în serie 
şi conectate la un vibrator alimentat cu o ba- 
terie de acumulatoare, iar înfăgurările secun- 


dare (AB şi C.D.) sint conectate în opo- i Brk u, } 

złție. Vibrator 7 
Circuitul mai cuprinde şi o cască telefo- | nad & 

nică T, folosită ca detector de nul. Știind că în E. 

cască s-a obținut un sunet minim pentru S R 

M, = 0,46 H, să se determine inductanța J É 

mutuală M, şi să se precizeze limita mi- |b 


nimă și respectiv maximă de măsurare a 
metodei. | Fig. 8.80, 
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REZOLVARE 


T.e.m. indusă de variaţia curentului din primar i, în înfășurarea secundară 
A.B, este: 


di 
e, = —M —, 4 
1 e dé (1) 
iar în înfăşurarea C.D,: 
PEE T R (2) 
di 


Deoarece înfăşurările A.B, şi respectiv C.D, sînt conectate în opoziţie, rezultă 
că t.e.m. a circuitului secundar este: 


e = e, — e = (Mx — Me a, (3 


Din enunţul problemei, rezultă că în cască s-a obținut un sunet minim pentru 
Me = 0,16 H. Ori sunetul minim se recepționează cînd e = 0, adică atunci cînd: 


€i AM M “i = = 0 => Ma = Me = 0,16 H; Spo. 
Rezultă deci că metoda poate fi utilizată pentru măsurarea inductanțelor cu» 
prinse între limitele: 


Mx e [Me min» Memar | > Mx e [0; 0,19 H). 


3.31. O spiră conductoare circulară fixă, de diametru d (fig. 3.31, a) 
este plasată într-un cîmp magnetic uniform, a cărui inducţie variază 
în timp după legea: B = Bm sin ot. 

Dacă normala la planul spirei face un unghi constant cu liniile 
cîmpului magnetic, se cer a se determina: 

a) t.e.m. maximă indusă în spiră; 

b) intensitatea maximă a curentului electric care „apare în spiră, 
dacă spira conductoare are o rezistență R; 


c) sarcina electrică care străbate secțiunea normală a conductorului 
. . wW . . T 
din care este confecționată spira în momentele i, = 0 şi te = F 


d) valoarea maximă și respectiv minimă a puterii medii pe timp de o 
perioadă T disipată în spira conductoare prin efect Joule-Lenz consi- 
derînd « € (0, x). 


172 


Aplicaţie numerică: d = 10 cm; 


a= FE: f = 50 Hz; Bm = 0,8% şi R=20. 
& mê? | 


REZOLVARE 
a) Fluxul magnetic ce străbate spira are expresia: 


3 
O = BS cos a = Bm T= cos a sin ot = Òm sin cat, (1) 


în care Dn = Bm S COS œ (2) 


Teasiunea electromotoare indusă în spiră este 
dată de relația: 


d 


e = — — = — n Cos ut = 
dt z : 
= — BmSou cos e cos wt = Em sin (e — =] + (3) Fig. 8.81, a 
Deci: 
Em = Bm So COS œ (4) 
b) Valoarea instantanee a curentului indus în spiră este: 
i= é = sin (at — E = Im sinf ot- Z|. (5) 
R R 2 2 
Deci: 
E Bms i 
În = = w COS œ (6) 


6) Sarcina electrică elementară care străbate secțiunea normală a spirei este: 


dQ ii <ă al Da = do. (7) 
R R dt R 
Dar: 
dO = Omo cos wot dt = BmSo Cos a cos ot dt (8) 
Deci; 
dQ = — Žas & COS œ COS cot dt. (9) 
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Sarcina electrică Q care străbate secţiunea normală a spirei într-un sfert de 
perioadă este: 


T T T 
4 4 4 
Q =Í dQ = — Bm’ o cos af cos œt dt = — Bms cos œ | sin ot| = 
0 © R 9 R 0 
E E i ea RI COS a, aat, (10) 
& T 
d) Puterea medie disipată în spiră pe o perioadă este: 
a aN Ridt = Emlm — RIm _ R BmS2o2 costa _ 
T 0 2 2 2- 3 
BŽ, Sc? 
= Z (1 + cos 2a}. 14 
N (1 + a) (11) 
Din (11) rezultă că: 
Pmia = 0 cînd a= 2 
2 
Bă, S20? 
Pmax = g cind a = 0, respectiv « = m. (12) 


Reprezentarea grafică a funcţiei P = 
= fî(a) pentru a e [0,x] este redată în 
figura 3.31, b. 

Înlocuind valorile numerice în (4), (6), 


2 
(10) şi (12) şi ținînd seama că S= ia = 


. 2 e -4 
0 le 005000. „oarecare 


4 
= 2nf = 314 rad/s, se obține: Em = 1,4 V; 
Fig. 3.31, b Im=0,7 A; Q= — 2,22 1073 C şi Pmax x1wW. 


3.32. Presupunem un solenoid drept, de rază R, foarte lung şi uni- 
form bobinat avind n spire/m și fiind parcurs de curentul electric alter- 
nativ i = 1, sin ot, (o = 2rf). 

O bobină cu N spire este înfăgurată peste acest solenoid (fig. 3.32). 
Să se determme valoarea maximă a t.e.m. indusă în bobină. 
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REZOLVARE DER A E Și IE 

Dooarece  solenoidul este foarte 1V] Qs 
g y b Pa 
Fig. 8.82. 


lung, valoarea inducției B în interiorul 
său po porțiunea tn care se află bobina, 
este: 


B = pni. (1) 
Deoarece cîmpul magnetic în afara solenoidului este neglijabil, vom avea fluxul 
liniilor de cîmp magnetic numai printr-o porțiune din suprafaţa bobinei. 
Deci acest flux este: 


O = BS = pnRni = pR nImsin ct. (2) 
T.e.m. indusă în bobină este: | 
e= — NS = — ugrRiNnolm COS ut. (3) 
Deoarece w = 2xf, avem: 
e = —2m2u RINnflm cos 2nft = 2n2u RINnfIm sin (27t B =) : (4) 
Deci: 


Emax = 2nâugR2Nnflme (5) 


3.33. Un conductor electric rectiliniu şi foarte lung este străbătut 
de un curent alternativ i =|/ 2: 10 sin ut, de frecvenţă 50 Hz. Să se 
determine t.e.m. maximă indusă într-o spiră dreptunghiulară de laturi 
a= 10 cm şi b = 45 cm, așezată la distanţa c = 5 cm de conductor, 
într-un plan care conţine conductorul (fig. 3.33). 

Dispozitivul se găseşte în aer. 


REZOLVARE 


Considerăm suprafaţa elementară adr, la dis- 
tanţa r de conductor (fig. 3.33), prin care trece 
fluxul magnetic elementar: 


dO = Bds = p — adr. (1) 
2nr 


Fig. 3.83, 
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Valoarea CA pa care străbate suprafaţa ab, rezultă prin integrare: 
îi b+c dr _ i b + e 
o a r ia, 2r c 


[iar EEA 
27 


= Tom E yA Tsin at. . (2) 
T 


Cc 


 "Te.m. indusă în spiră, este: 


e = ao Dia = V2 anor bt f cos at = V2 auol In? + esin (cs — z). (3) 


2 b IS b 
Emax = 4 apol ln zte V 2aufI In + 5 (4) 


în care 7 este valoarea eficace a curentului alternativ i. 
Înlocuind valorile numerice în (4), se obține: 


Emax = V2. EEE EE A 10 1 45 + 5 
2 5 


=æ 2,03 * 1074 V = 0,203 mV. 


3.34. Într-un cimp magnetic omogen se rotește o bobină cu frec- 
venţa f. Fluxul magnetic maxim ce o străbate este Omax. Curentul 
electric ce produce cîmpul magnetic inductor este un curent alternativ 
sinusoidal, avind frecvenţa fı = 2f. Să se determine valoarea maximă 
a t.e.m., induse în bobină. 


Faza iniţială a curentului inductor şi a mișcării de rotaţie este nulă. 
Aplicaţie numerică: f = 50 Hz și Omax = 0,9 Wb 


REZOLVARE 


Fluxul de inducţie magnetic ce străbate spira are expresia: 
0 = Dmax COS ci COS cf, (1) 


în care w = 2xf, este viteza unghiulară de rotaţie a bobinei iar e, = 2xf, = 4nf = 
= 2%, este pulsaţia curentului electric inductor. 


Deci: A 
OD = Omax COS ot cos 2ut, (2) 
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T.e.m. indusă în bobină este: 


e = — o 4 Dmax(sin ot cos 2ot + 2 cos ut sin 2t). (3) 
t 


Pentru a determina valoarea maximă a t.e.m. induse (amplitudinea), va trebui 
să determinăm extremele libere ale funcției e = f(t) şi de aceea avem: 


de — = 4w2Omax(5 cos wt cos 2%wt — 4 sin ot sin 20). (4) 


di 


Punind condiţia E = 0, se obţine ecuaţia trigonometrică: 
t 


5 cos ot cos 2ut — & sin otsin 2t = 0. (5) 
Rezolvind ecuaţia (5), se obține cu uşurinţă tg œt = + = , sau: 
14/5. A 18. 
sin wt = — — ŞI Cos ot = + — — 6) 
iai ai y: i == Va: (6) 


Pentru valorile sin ct şi cos ct date de (3), t.e.m. indusă e este maximă în 
2 
valoare absolută ceea ce se dovedește uşor studiind semnul £= pentru valorile 
t 
date de (6) şi luînd în considerare că e = f(t) este o funcție armonică. 
Expresia trigonometrică (3) poate fi uşor adusă la forma: 
e = w Dmax sin wt(5cos? wt — sin? ot). (7) 


Înlocuind (6) în (7), se obţine: 


| Emax | = — 3/5 e Dmax = — Ž fØmax. (8) 


Numeric se obține |Emax| % 497 V. 


8.35. La tensiunea alternativă de 50 Hz se leagă în serie o bobină 
cu L= 190 mH și un reostat cu rezistența R, R € [0, co). Pentru care 


T 
valoare a lui R, căldura degajată pe secundă în circuit va fi maximă? 
Cit este intensitatea curentului și defazajul în acest caz, dacă Umaz= 
= 100 V? Discuţie. 
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REZOLVARE 


| Căldura degajată pe secundă în circuit (energia electrică consumată în unitatea 
de timp) reprezintă puterea activă consumată în circuit (fig. 3.35): 


U. 
P = UI cos ọ = —& I cos ọ. A 
AI A P (1) 
Dar: 
U U. 
Î = n = i w=2 2 
Văz V2(R rai) mf (2) 
L d R R 
Fig. 3.85. cos a — D [aa oa 3 
aa V R? + Lo? (3) 
Înlocuind (2) şi (3) în (1), se obține: 
URR O _ Uz, 


Di 


ee e e Gy 4 
2(R2 + L2q2) (a si Ee) (4) 
| R 


Este de observat că maximul funcției P = f(R) se obține pentru minimul numi- 
torului expresiei (4). Cum produsul celor doi termeni de la numitorul expresiei (4) 
este constant (L2w?), rezultă că minimul acestuia are loc pentru: 


=> R = Lo. (5) 


Um 
i 6 
2Lo (6) 
cos p= Va e = E. (7) 
Înlocuind valorile numerice în (6), se obține: Z = 5 A. 


DISCUȚIE 


1, Este uşor de observat că pentru (5) tensiunile repartizate pe R şi Xç, sînt 
egale: 


iar: 


R R 
w=—>f= 
L 2r.L 
U2, T s 3e r 
2. Pentru Pmax = iLa: PFT indiferent de L şi œ dacă acestea sînt 


mărimi constante. 


3.86. Pe o rezistență electrică variabilă R debitează un generator 
de tensiune alternativă avind t.e.m. e = E, sin ut şi rezistență elec- 
trică interioară, pur ohmică, r. 

1. Să se determine valoarea rezistenței electrice R pentru care 
puterea electrică disipată de generator pe aceasta este maximă precum 
şi această valoare maximă a puterii. 

2. Să se rezolve aceeași chestiune ca la punctul 1) în situația în 
care în serie cu R se conectează un condensator de capacitate con- 
stantă C. 

3. Care este valoarea inductanței L care pusă în serie cu rezis- 
tența R și capacitatea C ar anula efectul capacități. 

Aplicație numerică: Em = 120 V; r=5 Q; f= 50 Hz şi C = 


= 103 | 10 uF. 


REZOLVARE 
1. Puterea electrică disipată pe rezistența R, este: 
z E F REA 4 
P= RE = Rp) = sa ea 


Maximul puterii P, se deduce prin aplicarea teoremei transferului maxim de 
putere: 


2. În acest caz puterea disipată pe impedanţa formată din R şi C, este: 


3 m2 
= Re.» — ÎE Pfa. (3) 


(R+ r}? + Fa 2[IR + r} + (z 
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Aplicînd şi în acest caz teorema transferului maxim de putere, avem: 


- 4 " 
R = p? m] A 
y i era (4) 


Valoarea maximă a puterii P,, rezultă înlocuind (4) în (3) obţinîndu-se: 


4 
r? + 
Em wC (5) 


A = E: L. 
t aptr n 
wC? 0202 


8. Pentru a anihila efectul capacităţii este necesară intercalarea în serie cu cir- 
cuitul a unei inductanţe ce rezultă din relaţia: 


4 4 4 
Xr= X. => LO = — > L = — = . 6 
BE Co Cat — anafiC (6) 
Înlocuind valorile. numerice în (2), (4), (5) şi (6) se obţine: 


1202 
8-5 


R= 50; Pimax = — = 360W. 


4 
RaNo eea 
y Ta 2 500-100 AaS 


Finas rari 360 W(P, < 360 W) 


1 


L = —————— 1 HL > 1H). 
hn? + 2 500 ° 107 + 10-12 


3.37. Un condensator avînd capacitatea C = 50 uF şi o bobină 
de inductanță cu L = 2 H şi R = 100 Q, sînt montate în serie la o 
tensiune alternativă de 220 V gi de frecvență variabilă. 

Să se determine frecvența de rezonanță, intensitatea maximă a 
curentului din circuit şi tensiunile care apar la bornele condensatorului 
şi bobinei în acest caz. Discuţie. 
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REZOLVARE 


Intensitatea curentului în circuitul considerat (fig. 3.37), este: 


Ja U _ 
2 
Ve + (ee - a) 
Lcd) 
U 
= Å = Fi 4). 1 

= ( (1) | 
Din punct de vedere matematic, 7 are va- Fig. 8.87. 


loarea maximă dacă U => œ sau Z—0. 
Din punct de vedere fizic însă, mărimile din (1) sînt pozitive şi diferite de oo sau 0. 
Elementul variabil în (1) este pulsaţia « a tensiunii aplicate sau frecvenţa 
acesteia (w =- nf). 
Deoarece f € [0, co), este uşor de observat din (1) căintensitatea curentului 
din circuit va deveni maximă pentru acea frecvență, respectiv pulsație, pentru 
* care avem: 


X = AL — Ac=0 


sau: 
Lo — — = 0 
Q) 
din care: 
l 4 
O = — | (2) 
- V LC 
respectiv 
4 
Sa aie (3) 
f 2x |/ LC 


Relaţia (2) sau (3) reprezintă condiţia de rezonanţă în circuit deoarece 
curentul în acest caz are valoarea maximă: 


Imax = YU 4 (4) 
R 
Tensiunea la bornele condensatorului la rezonanță este: 
Imax 
U = e . 5) 
pa ( 


Înlecuind (2) în (5), se obține: 


F` 
Ua = I =. 6) 
g max V 2 | ( 
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Tensiunea la bornele bobinei este: 


Ub = Imax V Rè + Lai. (7) 
Înlocuind (2) în (7), se obţine: 
Uv = Imax y” + =. -(8) 


- Înlocuind valorile numerice în (3), (4), (6) şi (7), se obţine: f 7% 16 Hz; Imax = 
= 2,2 A; Ug = 440 V şi Up = 490 V. 


Discuţie 
1. În problemă s-a discutat cazul unui condensator perfect (ideal) și a unei 


bobine reale. În cazul în care şi bobina ar fi fost ideală, la rezonanţă tensiunile repar- 
tizate pe cele două elemente sînt egale: 


| Imax L U L 
Ur = Ug = = Í Lo =] = = = =. 9 
L G Ta max max y oa y G (9) 
2, Este evident că în cazul în care R < 2 , tensiunea aplicată circuitului 


este mai mică decît tensiunile repartizate pe bobină sau condensator (rezultatele nu- 
merice din problemă confirmă acest lucru). Din această cauză, rezonanța în 
circuitele serie se mai numeşte şi rezonanţa tensiunilor. 


Aceste creşteri ale tensiunilor repartizàte pe bobine și condensatoare în cazul 
rezonanței, pot determina accidente şi deteriorări ale aparatelor conectate pe por- 
țiunile respective ale circuitelor. 


3.38. Un circuit electric serie de curent alternativ monofazat are 
parametrii R, L şi C constanți, fiind alimentat la o tensiune alternativă 
sinusoidală de valoare eficace U şi frecvență variabilă f € [0, co). Să 
se determine maximile valorilor eficace ale tensiunilor parțiale reparti- 
zate pe rezistență (Ur), pe inductanță (Uz) şi pe capacitate (Ug) în 
funcție de frecvență. Să se discute rezultatele obținute și să se repre- 
zinte grafic variațiile procentuale (F) A a) % şi 2) % în fun- 
cţie de frecvenţă. 
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REZOLVARE 


Circuitul fiind serie (fig. 3.37), tensiunile eficace repartizate pe R, L şi C, sînt: 


ARII - A E: MIE IEI RONNIE (4) 
y =+ (e-i) 
Cn Mini au (2) 
a a 
V 2 + [Lo a) 
U 


Uc = Xc = (3) 


Co y R? + (zo = A 
Ca 


aşa după cum rezultă din problema 8.37, Un este maxim cînd impedanţa circuitului 
este minimă, adică atunci cînd are valoarea sa de rezonanţă: 


LC ° 2r y LC 


Deci: 
URmax = U. (4) 


Din (2), rezultă că UL va fi maxim pentru o anumită frecvență (respectiv pulsa- 
ţie) ce rezultă din condiția: 


2( _— 
dUL _ vL-— Cu2( R2C 2L) +2 =0oa = 1 2 E 
C22 | R2 b A PS est = 
s[e pa] z 
DE | 
= 00 | / pac! 5) 
2 
L, 
Deci: 
2 
fi = fo o (6) 
2 — R2— 
L, 


Se observă cu ușurință că pentru w < oy a > 0, iar nentru w > wy 
Q) 


dUL < 0 și deci pentru o = câ. UL (e) prazlată un maxim ce rezultă înlocuind 
G) 


(5) în (2): 


L 
U IU A IEI UNEI a (7) 
Lmax © O RYLLC — PG 
dUg _ 
Din (3), determinăm Uomax Puniînd condiţia a 
Avem: 
dUg U 21 — ?2LCo — CR y 1 R 
— s= — r 3 02 = -= ——— 
du C? 1% $ LC 2L? 
ate- 
| Cu 
sau: 
| 1 R:C R2C 
* VIC y 2L $ y 2L (3) 
Deci: 


= Vi st pă (9) 


Se observă și în acest caz că pentru w < ws e > 0 iar pentru w > e, 
Ww 


o < 0 şi deci pentru w = w» Uc (w) prezintă un maxim ce rezultă înlocuind 
w f 
(8) în (3): 
U PEER i EEE -ANA (10) 
RV/A4LC — R 
Discuţie 


1, Se observă că maximele lui Ur, UL şi Uc nu au loc pentru aceeași pulsaţie 
respectiv frecvenţă a curentului alternativ. Comparind (7) cu (10), rezultă Y Lmax” 
= Ucmaz* 


7) 
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4 
2 V LC LC 
care însă nu corespunde cu fı şi respectiv f}. Dacă în (6) şi (9) se neglijează produsul 
R2C (pentru rezistențe electrice de valori mici), se obține f, = fa = f şi prin urmare 
numai în acest caz se poate afirma că în cazul rezonanței (serie) tensiunile repartizate 
pe R, L şi C au valori maxime: 


2. Se observă că Uma = U pentru frecvența de rezonanţă f = 


Uaf L 
URmax = U; ULmar = UCmax = R Vz 


3. Pentru a putea reprezenta grafic variațiile (2 r) %, (22) % şi respectiv 


( z] 9, în funcție de « (respectiv f), observăm din (1), (2) şi (3) că: 


100R 


(2) % = —— N (14) 
U 4 X2 
R? + (ze — a) 
Cu 
(2)% = Mo (12) 
© V J 
R? + (zo — | 
Cu 
(E) 0, = Pat taie a ai ceai aie (13) 
U 1 32 3 
Cu R? + (2 — a) 
Cu 
Se observă uşor din (11), (12) şi (13) că pentru f = 0 (w = 0), rezultă: 
U 
9» 
(z) A = lim 100Lw = lim 100 = 0 
U: a> 0 y i a a ol y R 2 4 
R — — — 1- —— 
+{ > ) (7) + | a) 
(2) oj e ÎN e e Nica 1 aaa a 41000 
U 6-0 EA y” P (zo _ Ly 0 V RCo? (LCe2—4)2 
Cu - 


Pentru f = œ(%o = œ), avem: 


U 
a~ 
În figura 3.38 sînt date curbele de 


variație ale tensiunilor procentuale (F) %; 


(z) % şi [22] 0%, în funcţie de pulsaţie 


(respectiv frecvenţă), care poartă denumirea. 
Fig. 3.88. de curbe de rezonanţă. 


3.39. O bobină avînd rezistenţa electrică R =30 kQ şi L = 
= 40 nH, se conectează în paralel cu un condensator de capacitate 
" 


variabilă. C € [C,, C] La bornele ansamblului se aplică o ten- 
siune alternativă sinusoidală, de valoare eficace constantă U = 200 V, 

Dacă se menține constantă frecvența tensiunii aplicate la valoarea 
f = 500 KHz, .să se determine valoarea capacității electrice reglabile C 
pentru care valoarea eficace a curentului total / este minimă precum 
şi această valoare minimă a curentului în cauză. Discuţie. 


REZOLVARE 
Intensitatea curentului principal este I = = în care 


_ R? + ol? , i 
= | UZ LOF Ro (1) 
Evident că I = Imin, cînd Z = Zmax. Pentru a determina impedanţa ma- 
ximă este necesar să determinăm extremele funcției Z = Z(C). 
Avem: 
dZ _ o? VR? + oT? [L — C(R2 + o212)] ô 
dC gi | 3 FAN 
[(1 — c2LC)2 + oR?C2]? 


Z 


(2) 
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din care: 


L — C(R + oL?) = 0 > O = — = 3. (3) 


Este ușor de observat din (2) că pentru C < Ce > 0 iar pentru C > Cs, 
= < 0 şi deci pentru C = Co, Z(C) are un maxim ce rezultă înlocuind (3) în (1): 


D oa 


Deci: 


Imin = —— = —— =. (5) 


Înlocuind valorile numerice în (3) şi (5), obținem: 


40 40-a 
Co = —— 7 n R 54 pF 
(30 * 103)? + (27 500 103. 2 107) T z 
T 
. 3 e 
Imin = — T =94 -41074A = 2,4 mA. 
(30 = 103)? + (27: 500 < 103 + 20 107) 
TU 


3.40. Un atelier care reprezintă din punct de vedere electric un 
receptor trifazat echilibrat este alimentat cu tensiuni simetrice printr-o 
linie trifazată, cu tensiunea de linie U = 380 V. Curentul absorbit de 
atelier Z7 = 175 A este curentul maxim admis de conductoarele liniei. 
Factorul de putere inductiv al atelierului este cos ọ = 0,6. 

Să se determine puterea şi capacitatea unei baterii de condensa- 
toare, care face posibilă instalarea suplimentară în atelier a unui motor 
trifazat de putere activă P, = 14 kW şi de factor de putere inductiv 
cos p, = 0,8, fără a schimba conductoarele liniei. 

Frecvența curentului alternativ este f = 50 Hz. 
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REZOLVARE 


Deoarece linia electrică de alimentare este construită pentru un curent maxim . 
Imax = I = 175 A, ea poate transporta o putere aparentă maximă: 


Smax = |V 3Ulmax = |/ 3° 380 ° 175 = 115 045 VA = 115,045 EVA. (1) 
Pentru cos ọ = 0,6 puterea activă transportată este: 
P = S cos ọ = 115,045 ° 0,6 = 69,027 kW. (2} 


Prin instalarea suplimentară a motorului de putere P, = 14 kW, puterea activă 
pe care va trebui s-o transporte linia în atelier, este: 


P, = P + P, = 69,027 + 14 = 83,607 kW. (3) 


Înainte de instalarea motorului, atelierul consuma o putere reactivă dată de 
relaţia: 


Q = Smaz Sin ọ = Smax y1 — cos? ọ = 115,045 Vi — 0,62 = 92,036 KVAR. (4) 
După instalarea suplimentară a motorului, atelierul consumă o putere: reactivă 


dată de relaţia: 
Q, = Q +0, =Q + P, te pı = 92,036 + V1 — 08 Am = 102,036 KVAR. 


(5) 


Deoarece puterea aparentă maximă dată de (1) trebuie să rămînă aceeași şi 
după instalarea suplimentară o motorului, rezultă că linia poate transporta. o putere 
reactivă: l 

Q, = V S2 — P= V 115,045? — 83,0272 = 79,636 KVAR. (6) 


Pentru a reduce puterea reactivă Q, la puterea reactivă Q, pe care o poate trans- 
porta linia, este necesară o baterie de condensatoare care să debiteze puterea reactivă: 


Qc = Q, — Q, = 102,536 — 79,636 = 22,9 KVAR. (7) 


Evident, bateria de condensatoare trebuie să fic trifazată, adică trebuie să fie 
formată din trei condensatoare (sau grupuri de condensatoare) conectate în. stea sau 
triunghi. 

Fiecare condensator trebuie să aibă puterea Q: = 8: = 7,633 KVAR. 


Notînd cu U, tensiunea aplicată condensatorului, rezultă imediat capacitatea 
electrică a acestuia: 


Sae Ca r 
. 


Dacă condensatoarele sînt conectate în stea, rezultă 


U, = U; = 


Dacă condensatoarele sînt conectate în triunghi, rezultă 


Lă 


iii _— E. 
Uc = U iar CA = fU ŞI deci CA = -y Cy. 


În general faptul că CA = Z Cy, nu este un avantaj, deoarece — deşi capa- 


citatea rezultă mai mică — condensatoarele montate în triunghi sînt supuse la o 
tensiune mai mare şi deci trebuie să aibă un dielectrie mai bun. Deoarece în cazut 


problemei U; = Fi U = 220 V, dielectricul este același şi în consecinţă este mai: 


avantajos ca cele trei condensatoare să fie conectate în triunghi. 
Deci: i 
Qe  _ 7,633 -1403.100 


= Daf an. 50. 3807 ȘI 16834 pF- 


3.41. Pentru acționarea electrică a unei maşini de lucru dintr-un 
atelier se foloseşte un motor electric asincron trifazat cu puterea P = 
= 10 kW la cos e = 0,8 și care funcționează la tensiunea nominală 
U = 380 V. 

Cunoscind că racordarea motorului la tabloul electric de distribuție 
se face cu conductoare de aluminiu avind lungimea L = 250 m, să se 
determine secțiunea minimă a conductoarelor de alimentare ştiind că 
pierderea de tensiune maximă admisibilă între faze este AU max% = 9% 
din tensiunea nominală. Se neglijează reactanța inductivă și capacitivă 
a conductoarelor. 


REZOLVARE 


Pierderea de tensiune pe fază (fig. 3.41) este: 
AUj = RI cos g, (1) 


în care I cos e = Ja este curentul activ absorbit de mo- 
torul electric. 


Pierderea de tensiune între faze este: 


AU =V 3 Uf = 3 RI cos ọ. (2) 
Dar 
P 
=. (3) | 
V 3U cos ọ Fig. 8.41. 
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Introducînd (3) în (2), se obţine: 


U sU 
sau: 
Ago A 00 LE, (5) 
U yag? 
Punind eondiția AU% < AUmax% şi explicitînd secțiunea s, rezultă: 
S soe UE A (6) 
AUmax% + y2 
Deci: | 
iasi 100 + 22 + 250 + 10 + 10° 
Smin = e a z 10,50 mm2. 
AUmax% * U? 5 * 3802 


Se adoptă secţiunea standardizată imediat superioară Smin = 16 mm?. 


3.42. Doi consumatori M şi N trifazaţi de energie electrică cu 
puterile P, = 20 kW şi respectiv P, = 40 kW sint situaţi la distanţele 
d, = 100 m şi respectiv d = 150 m de o şosea rectilinie, proiecția lun- 
gimii MN pe şosea fiind d = 200 m. 

Cei doi consumatori de energie electrică trebuie să se alimenteze 
din același post de transformare ce urmează a fi amplasat pe marginea 
şoselei. 

Cunoscind că secţiunile conductoarelor racordurilor electrice la cei 
doi consumatori sint s, = 25 mmp și respectiv s, = 50 mmp și că cele 
două racorduri au conductoarele din același material, să se determine: 

a) locul de amplasament al postului de transformare astfel încît 
suma pierderilor de tensiune pe cele două racorduri să fie minimă; 


b) pierderile de tensiune pe cele două racorduri în condiţia de la 
punctul a) dacă conductoarele sînt din aluminiu (Ya aian ) iar 


32 Qmm? 
tensiunea electrică între faze U = 380 V. 


Se va neglija reactanța inductivă şi capacitivă a conductoarelor, 
luîndu-se în considerație numai rezistența electrică activă a lor. 
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REZOLVARE 


a) Să presupunem T locul de amplasament al postului de transformare: 
(fig. 3.42). Pierderile de tensiune pe racordurile electrice de joasă tensiune TM 
şi TN între postul de transformare şi cei doi consumatori vor fi: 


AU, = V/3R,7, COS Da 
l 
R =p E 
Avînd în vedere că: i (2) 
II A p 
IR Fig. 3.42. 
şi că: 
P, 
ka V 3U cos e 
i (2) 
P V/ 3U cos pz 
se obține: l 
s,U 
(4} 
AU e 
SU 
Suma pierderilor de tensiune pe cele două racorduri este: 
AU = AU, + AU, = È (F p Fea), (5) 
Ul s, Sa 


Din triunghiurile dreptunghice MM'7 şi NN'T, avem: 
L = V di + a2 
b= V å + (d — a} 


şi deci 


av = £ (2 Vara Pa V a + az). 


U si Sa 
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Pentru a determina locul de amplasament al postului de transformare astfel încît 
suma pierderilor de tensiune AU să fie minimă, se vor studia extremele funcţiei 
AU = f(z): | 


A(AU) = T P,z oN P,(d — z) ) (7) 
dz Vara s, Vd? +ld- a 
Făcînd UAU) = 0, avem: 
dz 
P,z __ P„(d — z) Sii: (8) 


aV ta s V d+ (d z)? 
Înlocuind valorile numerice în (8), se obține: 
z 200 — z 

Vio t A Vi F 200 — aP 


din care: 
Ti = 80 m 


Reținem cu sens fizic numai soluția pozitivă z = 80 m şi observăm că pentru 
această valoare, funcția AU = f(z) are un minim deoarece pentru z = 0 = 


aau ——— < 0 iar pentru z = d = 200 m=——— SAL > 0. 
dz dz 


b) Pierderile de tensiune pe cele două racorduri în condiţiile de mai sus, sînt: 
P, M di + a? 
ysıU 
Pa V dă + (d — a} 
YSU 


AU, =] 
(9) 
AU, = 


Înlocuind valorile numerice în (9) se obține: 


AU, = 20 - 103/1002 + 802 ~ 8,42 V 


32- 25 > 380 
AU, = ui ul AU să CESE Da x 12,62 V. 
Jar: 
AU, % = Am == SEn x 2,21% 
AU, %= Sa Z ae, ~ 3,31%, 
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3.43. Datorită unui defect de izolaţie, înfășurarea unei faze a unui 
motor electric trifazat a făcut contact cu carcasa punind-o sub ten- 
siune. Pentru protecţia omului împotriva tensiunii accidentale de 
atingere, carcasa metalică a motorului este legată la pămînt printr-o 
priză. Știind că reţeaua electrică triiazată de alimentare are neutrul 
legat la pămînt, că tensiunea dintre pămint şi fază la locul defectului 
Up = 110,4 V, că rezistenţa electrică introdusă de izolaţia fazei deterio- 
rate a motorului r,, = 40 Q și că rezistenţa electrică a omului poate fi 
considerată ca fiind R, = 4 000 Q, să se determine rezistenţa electrică 
maximă pe care trebuie să o aibă priza de pămînt, astfel încît atunci cînd 
omul atinge carcasa motorului și este neizolat față de pămint, să nu fie 
electrocutat, cunoscînd că în acest caz, curentul maxim nepericulos ce 
se poate scurge prin om /, max = 10 mA. Discuţie. 


REZOLVARE 


Fie faza R (fig 3.43, a) a motorului care deteriorindu-şi izolaţia pune sub tensiune 
carcasa. Se elaborează schema electrică a accidentului (fig. 3.43, b), neglijîindu-se 
rezistenţa electrică de trecere între om și pămînt (omul este neizolat faţă de pămînt 


> r 


+ 


EE S 
) ( 


A 


Fig. 3.43. 
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12 — Priblama Aa limită st extram în firică 


" aşa după cum rezultă din enunţul problemei). Deducerea valorii rezistenţei maxime 
a prizei de pămînt rezultă din condiţia Zn < In max. 
Va trebui deci să găsim valoarea intensității curentului care trece prin om. 


Avem: 
Ih = Ise =m Ip (1) 
In * Rn = IpRp. (2) 
Rezolvînd sistemul format de (1) şi (2) în raport cu Zn, se obţine: 
R 
1, = reiau 3 
h Ra 4 Re sc ( ) 
Dar: | 
U U 
hes n AR (4) 
T sc Rn Rp 
iz t | 
Rn + Rp 
Înlocuind (4) în (3) şi punind condiţia Jn < Inmax» se obține: 


pe — e 
- riz(Rn + Rp) + Rip 
Rezolvînd inegalitatea (5) în raport cu Rp, se obține: 


< Înmax s (5) 


ud Rp max ~ a a — Rn, ° (6) 


UR 
— (ri R 
Tiinat ( iz + h) 


riz * Rr 


= (riz Ri) 
hmax 


Rp <S 


Înlocuind valorile numerice în (6), se obţine: 


Discuţie 


1. Protecţia prin legare la pămînt a carcaselor motoarelor şi aparatelor elec- 
trice care în mod normal nu sînt sub tensiune, dar care pot fi puse sub tensiune ca 
urmare a unui defect de izolaţie este procedeul cel mai vechi şi mai uzual de evitare 
a pericolului de electrocutare prin atingeri indirecte şi aceasta datorită simplităţii 
şi costului redus al instalaţiei. | | 

Rolul prizei de pămînt este acela al unui şunt (Rp este conectată în paralel cu 
Rn). Deoarece Rp < Ry rezultă In < Ip, astfel încît omul este protejat împotriva. 
electrocutării prin atingere indirectă. 

2. Omul aflîndu-se cu mîna pe carcasa motorului şi cu picioarele la un potenţial 
electric nul (neizolat faţă de pămînt care are potenţialul nul), tensiunea la care este 
supus este: l 


Ua = Rp. 


194 


înlocuind (3) şi (4) în (7), se obţine: 
Rp Ru PE Ur 


qi > U Pe ed (8) 
Piz (Rn + Rp) + Rn Rp p, Baht Rea 
3 iz 
| Rn Rp 
Deoarece Rp < Ry, Rp se poate neglija faţă de Rn, astfel că (8) devine: 
URR 
Uin i Lt A (9) 
riz + Rp 
Deoarece In < Ip, putem aproxima Ip = Isc. Cum însă în condiția Rp < 
< Rp, din (4) rezultă Isc 22 UR! » înseamnă că din (9) se obţine: 
| riz + Rp 
Ua = IscRp X IpRp `. (10) 


Relația (10) pune în evidență faptul că tensiunea de atingere la care este supus 
_ omul este determinată de curentul de defect (de scurgere la pămînt) Ip = Isc şi de 
rezistenţa prizei de pămînt. Evident cu cît Rp şi Ip au valori mai mici, cu atît tensi- 
unea de atingere U, este mai mică şi deci acţiunea protectoare a instalaţiei de legare 
la pămînt este mai eficientă. l | 


3.44. Să se determine valoarea gradului de încărcare ß a unui trans- 
formator pentru care randamentul acestuia este maxim precum și 
această valoare maximă a randamentului. Gradul de încărcare ß este 
definit ca raportul dintre curentul electric de sarcină din secundarul 
transformatorului şi curentul nominal al acestei înfăşurări (B = Zaan). 
Se dau cunoscute: pierderile nominale magnetice de putere AP, şi 
electrice APg, precum şi puterea activă nominală din secundarul trans- 
formatorului Pn. Discuţie. 


REZOLVARE 


Evident dacă 8= de. , avem şi ß = A în care Z, şi În sînt curenţii din pri- 
l . 2n 1n 
enar corespunzători lui 7, şi respectiv Jan. 


Randamentul transformatorului este definit ca fiind: 


P Pa 


13% 


P, = Ul, cos Pa (2) 
AP = APcu + APre (3) 
în care APcu sînt pierderile de putere prin efect Joule-Lenz în întăşurările transfor- 
matorului (denumite în tehnică pierderi în cupru) iar APFe sînt pierderile magnetice 
de putere în miezul transformatorului (denumite în tehnică pierderi în fier). 
Înlocuind (2) şi (3) în (1), se obţine: 
Ul. cos 
y = 242 P2 , (4) 
Ul, COS px + APcu + APre 
Notind cu R, şi respectiv R, rezistența electrică a întăşurării primare şi respectiv 
secundare a transformatorului, avem: 


APcu = RI? + RA = PAR, ]în + R3n) = B2A Pcun (5) 
în care APcun sînt pierderile în cupru nominale. 
Reluiînd expresia puterii P,, avem: 
P, = Ul, cos Po = U BIon COS Pa. 
Neglijînd variația de tensiune secundară (care afectează foarte puțin randamen- 
tul, deoarece U, intervine atit la numitorul cît şi numărătorul expresiei ce dă valoa- 
rea randamentului n), putem considera U, = U,n (tensiunea secundară nominală). 


Deci: t 
P, = BUanlan COS pa = BSn COS ge, (6} 
în care Sn este puterea aparentă nominală a transformatorului. 
S COS 
n = ate și (7) 


- BSn Cos pa + PEAPcun F APre 

Expresia (7) reprezintă deci funcţia n = f(ß) a cărei extreme se găsesc făcînd: 
dn = Sn COS pa( AP Fe — B2APcun) — 0. (8) 
dg (BSn cos po + B?APcun + APre) 


Din (8), rezultă: 
APre . 
= —— ,} 9 
Bı V DPen (9) 


Pentru a stabili natura extremului dat de (9), este uşor de observat (8) că pentru: 
B < B, rezultă T > 0 iar pentru B > A, rezultă L < 0. Deci pentru B = Bi 


n = f(B) are un maxim a cărui valoare rezultă înlocuind (9) în (7): 


Nmax == EENE EEE = OERE. EEEN (10) 
m VAPre: APcun , p2 V APr.* APcun 
Sn COS Pz Pon 
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Discuţie 


Reluind (9) şi ţinind seama că A Pre < A Pcun, 
rezultă B < 1 şi deci randamentul transformatorului 
este maxim la o sarcină din secundar mai mică 
decît puterea activă nominală a secundarului 
transformatorului. 

Într-adevăr din (6), rezultă sarcina din secundar 
pentru care » este maxim: 


B 
* APr, + : f ý 
P2 = BPrn = —- Pin = 2< Pan. (11) Fig. 8.44. 


Reprezeniind grafic ņ = î(P;), obţinem curba din figura 3.44. 


3.45. Circuitul oscilant al unui aparat de radio are o bobină de 
inductanţă L şi un condensator variabil, cu rotorul avînd n armături 
în formă de coroană semicirculară de rază r respectiv R, distanţa 
dintre o armătură fixă şi cea mobilă fiind d. Axul rotorului este situat 
în centrul coroanei semicirculare. Să se determine frecvenţa minimă 
şi maximă ce poate fi recepţionată în funcție de unghiul de introducere 
al armăturilor mobile în stator, ştiind că atunci cînd armăturile sint 
complet scoase, condensatorul variabil are capacitatea C,. 


REZOLVARE 


Ținînd seama că « e [x,0), rezultă că: 
Cmin = Co pentru a= z; (1) 


S __ zep(h? — r?)n 


Cmax = 2n E F » pentru « = 0. (2) 


În această situație valorile limită ale frecvențelor recepționate sînt: 


fmin = ES E == E Vi (3) 
2r VLUmax 2x TEgL( R? — r?)n 
fmax = . k (4) 


2n V LCmin 27 YL, 
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3.46. Receptorul unui radioamator are reactanţa inductivă de 
16 kQ şi se acordă pe lungimea de undă de 1884 m. Se cere: 

a) capacitatea circuitului oscilant; b) ce se întîmplă dacă între unda 
recepţionată direct de la sursă şi o altă undă care vine prin reflexie în 
același moment, există o diferenţă totală de drum de 48,042 km; c) la 
ce diferență de fază corespunde această diferenţă de drum. 


REZOLVARE 
a) Din formula lui Thomson rezultă: 
esa at (1) 
Are Lf2 
Dar: 
w 2rf 
c 
aeS 3 
f î (3) 
înlocuind (2) şi (3) în (1), se obţine: 
Die E ea a EEE E 040243 e) 


2rczL 6,28 - 3 - 105-416 -103 
b) Dacă împărţim diferenţa de drum A = 48,042 km prin jumătatea lungimii 


de undă ^= 0,942 km se obține numărul întreg impar 51, ceea ce înseamnă că 


există un „minim“ de interferență şi nu se aude nimic. 
c) Diferenţa de fază ọ, este: 


3.47. Un circuit oscilant este format dintr-un condensator cu capaci- 
tatea de 1 pF şi o bobină elastică cu lungimea de 9 cm, diametrul de 
2 cm, cu 10 spire şi avînd coeficientul de elasticitate k = 1 N/m. Circui- 
tul fiind aşezat conform figurii 3.47, la capătul bobinei putem atașa greu- 


tăți G, pină la limita de elasticitate a resortului care corespunde unei 
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solicitări de 16 - 10-2 N. a) Care va fi lungimea de undă maximă și cea 
minimă a oscilaţiilor emise de acest circuit (se aproximează z? = 10).? 
b) Să se exprime lungimea de undă în funcţie de greutatea G. c) Consi- 
derînd dispozitivul de mai sus ca o balanţă, să i se determine sensibili- 


tatea medie, adică raportul =i în domeniul indicat. 


REZOLVARE 


a) Pentru G = 0, circuitul oscilant se comportă ca şi cînd 
bobina n-ar fi elastică şi ar avea lungimea dată 1 = 9 • 10-2 m. 
Deoarece în această situație (față de cea cînd bobina este acțio- 
nată de o greutate G > 0) inductanța Z, are cea mai mare 
valoare, rezultă lungimea maximă de undă: 


ESN > 
Amax = cT = 2re V L,C = 2ne Vs *C. (1) 


Dar secţiunea $ a bobinei este: Fig. 8.47. 
Taen (2) 


Înlocuind (1) în (2), se obține: 
Amax = neNd ye. (3) 


La limita de elasticitate a resortului bobinei cînd G are valoarea numerică din 
problemă, lungimea de undă va fi minimă: 


Amin = 2ne V LC = 2ne yes. C. (4) 
Dar de data aceasta avem: 
ri Asie, (5) 
Înlocuind (2) şi (5) în (4), se obţine: 
rin = aa yie. 6) 
G +- kl 


Înlocuind valorile numerice în (3) şi (6) şi ţinind seama că p, = 4r ° 1077 H/m, 
iar xz? => 10, se obţine imax = 1,256 m iar Amin = 0,7536 m. 
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b) Reluind expresia (6) şi introducind în ea toate valorile numerice (presupuse 
constante) în afara greulăţii G, se obţine: 


4 ad Jm? o . s -lz 
A = mm 3 140810 2° 107 Elie Maat d cati aur 8 (7) 
G +1 9.107 / 9 + 100G 


în care Ge [0; 16 ° 10-7 N]. 
c) Sensibilitatea medie a balanței este: 


AA Amax — Amin 1,256 — 0,7536 


9.48. Un aparat de radiorecepţie, are frecvenţa intermediară de 
455 kHz şi lucrează în gama de unde medii, între 187,5 m şi 572 m. 
Să se determine: s) între ce limite trebuie să varieze frecvenţa oscila- 
torului local, ştiind că media frecvenţă este diferenţa dintre frecvenţa 
oscilatorului şi a semnalului recepționat; b) între ce limite trebuie să 
varieze capacitatea condensatorului variabil, ca să acopere această 
gamă de frecvente. 


REZOLVARE 
a) Se calculează frecvențele corespunzătoare punctelor extreme ale gamei de 
unde medii: x 
e 3 
h=- = 2 e 1,6 -10° Hz = 1600 kHz 


e 8 
fa = — = S = 524 -103 Hz = 524 kHz. 
2 572 


Banda de frecvență, între care lucrează oscilatorul este: 
fmin = fe + fm = 524 + 455 = 979 kHz 
fhmax = fi + fm = 1600 = 455 = 2055 kHz. 
b) Raportul între aceste frecvențe este: 


9) 
ie fomax — 2055 sa 24 


fomin 979 


Variația de frecvență se obţine cu ajutorul condensatorului deoarece inductanța 
bobinei se consideră constantă. 
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Aplicînd formula lui Thomson, se obţine: 


1 1 


may = = 3 fi in = ————— e 
fo 2n V Lmin EEE 27 V LC max 


Făcind raportul între cele două frecvențe, se obține: 
famax z yes = 24. 
fomin Cmin 


Cmar 2,1? => Cmax = 4,41 Cmin- 
Cmin 


Deci: 


3.49. O bobină cu inductanţa L = 10-3 H formează un circuit osci- 
lant cu un condensator variabil. Știind că frecvența maximă a circuitului 
este fmax = 1 500 kHz, iar intervalul de frecvenţă care se poate produce 
în acest circuit este f = 1 000 kHz, să se afle: a) Capacitatea maximă 
şi minimă a condensatorului. b) Presupunind că acest circuit oscilant 
face parte dintr-un aparat de radiorecepţie avind asociată în paralel 
cu capacitatea lui o antenă cu capacitatea proprie C4 = a 10% F, 
să se găsească intervalul de lungimi de undă cu care se poate acorda 
circuitul. 


REZOLVARE 


a) Din formula lui Thomson, rezultă succesiv: 


1 


Tmax 27| L* Cmax 


fmin = 


1 1 


An2f2in * L = 4r?(fmax — Af)L ` SU 


Cmax = 


În mod analog, avem: 


Cmin = ———— (2) 


a. 


Înlocuind valorile numerice în (1) şi (2), se obține: 


1 
C E 100 S EE TE, 
max = 4 8,1421500 — 1000)2 * 10° 107 p 


—— t xLw F = 44,41 pF. 
& + 93,442(1500 * 103)2-10-3 9 


b) Intervalul de lungimi de undă cu care se poate acorda circuitul este: 


Amax — Amin = A? = 2ne VIL (V Cmax + CA — V Cmin + Ca)= 
= 2° 3,14 + 3° 108 107 (Vo + 2 + 40-10 — yi . 40-10 +a e) x 


æ 58 m. 


Cmin = 


3.50. Un circuit oscilant de recepție este prevăzut cu o antenă cu 
capacitatea proprie C, == . 10-10 F asociată în paralel cu un conden- 


sator cu capacitate variabilă, cu armături în formă de semicoroane 
circulare. | 

Știind că bobina circuitului are inductanța L = 4.10 H, iar 
capacitatea maximă a condensatorului este Cmax = 314 pF, se cere a se 
determina unghiul cu care trebuie rotite armăturile mobile faţă de cele 
fixe, astfel încît circuitul să se acorde pe lungimea de undă à = 628 m. 


REZOLVARE 


Notind cu „C“ capacitatea circuitului oscilant, cu „7“ perioada de oscilație şi 
cu „c“ viteza de propagare a undelor electromagnetice, în afara notaţiilor din enunţul 
problemei, pentru condiţia de acord vom avea: 


A = cT = 2re V LC, (1) 
din care: 
2 
Anc L 


Ținînd seama că cele două capacități ale circuitului sînt conectate în paralel și 
notind cu C, capacitatea variabilă pentru unghiul de rotire „«“ necunoscut şi expri- 
mat în radiani, vom avea: 


C= Cı +- Co. (3) 
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Deoarece variaţia capacităţii condensatorului este liniară avem: 


Cy = ua Cmax , 
T 
deci: 
& 
C = Ci + — Cmax. 
n 


Înlocuind (5) în (2) şi explicitînd „a“, rezultă: 


Te A2 
(e A = r a C, E] 
Cmax ÎAn2c2L 
Numeric avem: 
a= 844 | 394 384 E PE E S 
3414 -10712 \ 4° 3,142°9.4018° 4.104 3 


Exprimînd pe æ în grade avem: a = 82°44’. 


(4) 


(5) 


(6) 


Capitolul IV 


PROBLEME DE OPTICĂ 


4.1. Două medii izotrope M, şi M, sint separate prin planul orizontal 
yly' (fig. 4.1). O rază de lumină trece din mediul M, în care are viteza 
vı în mediul M, în care are viteza v(v, < vı). Lumina pleacă din 
punctul A şi ajunge în punctul B. 

Să se determine drumul pe care-l parcurge lumina de la A pină 
la B în cel mai scurt timp. 


REZOLVARE 


Durata drumului parcurs de lumină fiind t, rezultă; 


Y, VĂ 
Dar din anehon dreptunghice AA'I şi IBB’ (fig. 4.1), avem: 
A W Al= V e+ 2 
| 1B=V/5 F (d x} 
şi deci: 


t= iy Fä +i VPF zP. 
v Uz 


y le y 
. Studiind extremele funcției t= 
i = f(x), avem: 
(44) D, y dt z za d— zr 
pa dz VE VEI 
Fig. 4.1. (2) 
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Tot din triunghiurile dreptunghice A4A7 şi IBB’, avem: 


r i 
= sine 
Va: + x 
d — : 
- = Sin f, 
| V b + (d — x 
şi deci: 
di sin æ sin 8 
dz OP Va 
2 s sin g sin 
care se anulează atunci cind — = , sau: 
vi Ug 
sin z Ui (3) 
SIN 4 v 


Pentru a determina natura extremului dat de condiţia (3), avem: 

dz a? b? E 
e == a + OAIE a a CINE rac arata cara 3 o (4) 
vla + 22)? vd + (d — z}? 


Se observă din figura 4.1 că: 


COS e = — >» at H 22 = = (5) 
Va + r cos? q 
Dat ll e 7) aa = . (6) 
Vb: + {d — z} cos? B 


Introducînd (5) şi (6) în (4), şi efectuînd simplificările şi reducerile posibile, 
se obține: i 


d? cos? a cos? B 
== .—— i 


FE (7) 
dai - va Vab 
Deoarece attt unghiul de incidență «æ cît şi unghiul de refracție B nu pot să fie 


2 
decit unghiuri ascuțite, rezultă că S> 0. 


Deci pentru (3), funcția t = f(z) prezintă un minim. 


să C . Cc Ga À 
Avînd în vedere că v, = — iar v, = — , în care c este viteza de propagare a 
nı Na 
Luminii în vid iar n, şi n, sînt indicii absoluţi de refracție ai celor două medii, avem; 
sin (sd UT) 


“sin m 
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sau: 
n, Sin a = n, sin B, (8) 
„care reprezintă legea refracției luminii sub forma invariantului lui Descartes şi care 
se mai poate pune şi sub forma: 
sin q 
A — 
sin B N 


DE | 


în care n reprezintă indicele rolativ de refracție (» = z) al mediului (Ma) n 


nı 
de (M). 
Cum în mod obişnuit unghiul a se notează cu i (unghi de incidenţă), i iar unghiul 
B cu r (unghi de refracție), relaţia (9) apare în manualele de fizică sub forma: 
sin i 


p = Re ` (10) 
smr 4 


Legea refracției luminii dată de (10) este una din principalele legi ale opticii geo- . 


metrice (legea a II-a a refracției). Ea a fost dedusă pe această cale pentru prima 
dată de Fermat pe baza principiului timpului minim care-i aparţine. 


? 


4.2. Să se deducă din principiul lui Fermat, legea reflexiei luminii. 


REZOLVARE 


În figura 4.2. AP este raza incidentă, P punctul de incidenţă, : unghiul de 
incidentă, PB este raza reflectată, r este unghiul de reflexie. 
Timpul necesar luminii pentru parcurgerea drumului APB este: 
AP , PB | 
cil: PESE EE e i (1) 


v v 


în care v este viteza de propagare a 
luminii. 
Din figura 4.2 rezultă: 


A AP =V EF > (2) 
PB = VYF (d— z). (3) 
Înlocuind (2) şi (3) în (1), se obţine: 


De. APE EI 


= 


t= VE FI + VEFE AI. 


206 


n 


(9) 


Expresia (4) reprezintă funcţia t = f(z) care determină valoarea timpului par- 
curgerii distanţei APB. 


Pentru a determina extremele funcţiei t = f(z), vom deriva şi apoi anula această 


: di însetată 
derivată: F 0. Principiul lui Fermat însă atestă faptul că lumina străbate dru- 


mul APB în timpul minim. Deci extremul funcției : = f(x) este un minim. 
Vom avea: 


zanl z d— z a 
dz v L a + a mru] 


Ținînd seama că: 


Š = — =sini 
Va: + z P i 
iar: 
PEPER a NEE aE E 
Vii (dz: — PB i 
vom avea: 
ii (sin îi — sin r} = 0. 
V 
Deci: 
sin i = sin r 
sau: 
Ji = Jr. . (5) 


4.3. Un vas conic gol, fără capac, cu pereții de grosime neglijabilă, 
plutește cufundat pină la deschiderea sa într-un lichid transparent. 
Știind că vasul a fost construit cît mai încăpător, dar astfel ca suprafața 
sa în contact cu lichidul să nu poată fi văzută din aer, iar densitatea 
superficială (în g/m?) a pereţilor vasului este numeric egală cu densita- 
tea (în g/m?) a lichidului, să se determine capacitatea vasului. (Vitezele 
luminii în aer și în lichid se iau respectiv 3 - 105 km/s Și 2 + 105 km/s, 
iar greutatea aerului se neglijează.) 
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REZOLVARE 


Notăm cu h înălţimea conului şi cu œ unghiul dintre axul conului şi o gene- 
ratoare a sa (fig. 4.3). Aria laterală este: 


A = nmhtiga: a rh? LA (1) 
COS a Cos? a 


h = cos) A A (2) 
zsin a 


Volumul vasului conic este: 


| din care 
| 


1 T 
V = z(h tg a}h -—- = — k tge a. 3) 
Fig. 4.9. zÍ 5 a) 3 3 tg ( 
Înlocuind (2) în (3), se obține: i 
Pad y£ cos a |/ sin a» (4) 
3 TO 


După cum se vede din (3) capacitatea vasului V = f(a) deoarece A = const. 
Va trebui să determinăm « pentru care Y este maxim. Avem: 


A E aut 2 
4/4 (sn ay ina + D= 0 


T 2|/sin a 


Deoarece a e [e z] , rezultă sin « = „SD 
2 r- 3 
Se observă uşor că pentru a = arc sin e , F are un maxim deoarece d >0 
V3 da 
pentru «a e [o arc sn | şi a <0 pentru a € [ar sin—, z]. 


TAE da y3 


Unghiul de incidență limită al lichidului față de aer este dat de relația: 


> 5 
A E EN 10 


2 
= — s9 

3 
din care: 


z 9 
l = arc sin —. 
3 * 


Suprafaţa vasului în contact cu lichidul nu poate fi văzută din aer, deci, a > 


Cum ?} €e [are iu =, z] căci = < = < 1 şi V = f(«) e descrescătoare în acest 


y 3 
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interval, rezultă că, pentru ca vasul să fie cît mai încăpător, trebuie ca « = l, 
: i 2 
adică sin a = a 3 


Conform legii lui Arhimede şi ținînd seama că neglijăm greutatea aerului din 
vas, avem: 

. Pp A = Pity 
în care Pp este densitatea superficială a pereților vasului, iar P; — densitatea lichi- 
dului. Deoarece Pp = P:, rezultă A = V exprimîndu-le în cm? și în cm3. 


Înlocuind sin a == şi A = V în (4), se obţine: 


V = 35. -Z œ 76,340 cm?. 
10 


4.4. Se cufundă în apă un bec la o anumită adincime h cu ajutorul 
unei vergele. Un disc opac de rază R se așază la suprafaţa apei, în așa 
fel, încît centrul său să fie așezat pe vergea. Care trebuie să fie raza 
minimă a discului, pentru ca la suprafaţa apei să nu se observe, oricum 
am privi, becul în apă? Aplicaţie numerică: k = 10 cm. 


REZOLVARE 


Pentru ca becul să nu fie văzut, este necesar ca unghiul de incidenţă al lumini? 
emisă de bec la suprafaţa de separare apă — aer să fie egal, sau mai mare, decit 
unghiul limită, pentru ca lumina să se reflecte total (fig. 4.4), 

Deci: 
| il. i i © = (4) 


Dar: 


i ; n’ 1 
n sin l? = n’; snl = — zx —, 
n n 


deoarece indicele de refracție absolut al aerului n’ = 4. 
Din figura 4.4 rezultă; 


sau: 
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Deci: 


h 
Rmin = Deci (3) 
Numeric avem: | 
Rmin /i = : = 11,3 cm 
i aa 


4.5. O rază de lumină, trecînd din aer în apă, întilnește o oglindă 
plană, paralelă cu suprafaţa apei pe care se reflectă și se întoarce în 


aer. Indicele de refracție al apei fiind n = = , iar raza incidentă intrind 


în apă sub unghiul de incidenţă ¿i = 30° să se determine unghiul minim 
cu care trebuie rotită oglinda în raport cu suprafaţa apei, pentru ca 
raza emergentă să se reflecte total la suprafața de separație apă — aer. 


REZOLVARE 


Dacă oglinda este paralelă cu suprafaţa apei, unghiul de ieşiik a razei de lumină 
din apă după reflexia pe oglindă este egal cu unghiul de intrareâ(fig. 4.5). 

Rotind oglinda cu unghiul a, raza reflectată pe oglindă se deplasează cu unghiul 
2a, astfel că incidenţa la suprafaţa apă — aer se va face sub unghiul r” = r + 2a. 

Pentru a avea loc fenomenul de reflexie, totală la 
trecerea razei din apă în aer este necesar ca: 


r>lor+ 2al, (1) 
din care: 
l—r l—r 
« 2 2 adica | S adi (2) 
Fig. 4.5. 
4 
Dar: snra ia = 0,875 = p = 22011277 
na 
3 
sin l = A: = 2 0,75 = l = 4899525”. 
n & 
Deci: Amin = 13*16'59”. 
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4.6. Se dă o prismă optică BAC avind unghiul de refracție mic și 


fix A. Să se determine valoarea unghiului de incidenţă a unei raze de 
“lumină ce se refractă în această prismă pentru care unghiul de deviaţie 
` totală al acestei raze este minim precum şi această valoare minimă. 
În funcţie de valoarea minimă a unghiului de deviaţie totală şi de 


unghiul prismei, să se determine apoi valoarea indicelui de refracție 


al prismei. 


REZOLVARE 


„Din considerente geometrice elementare, 
unghiul de deviaţie totală a razei ce se refractă 
în prisma optică dată (fig. 4.6), este: 

sS=i+ h-r +n Sith, 
A = r + Tie (1) 
Pentru a găsi valoarea lui i pentru care 5 
are un extrem, avem: 
d5 . di, dê di 
di. T di . di i di e) 
Aplicind legile refracției în Z şi T’, avem: 


sin į = n sin r; sin ù} = n sin 7, 


-din care obţinem: 


COS id: = n COS rdr; cos ġdi = n cos rdr. 


Făcind raportul relaţiilor din (4), obţinem: 


di, cos îi cosr, dr, 


di COS à cosr dr 


Dar din (1) avem: 
dr + dr, = 0 = Sn 


r 


= —1. 


Înloçuind (6) în (5) şi apoi rezultatul obținut în (2), avem: 


cos î cosr, 


1 — i 
COS i  COSr 


= 0 => COS i cos r, = cos i cos r. 


Pe de altă parte, din legile refracției aplicate în Z şi I’ avem: 
n. sin i sin z, = sin i, sin r. 


Aduniînd relaţiile (7) cu (8). se obține: 


cos (i — r,) = cos, — r). 
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(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


Scăzind aceleași relaţii, avem: | 
cosți + r) = cos(i + r). (10) 


'Ținind seama că r, = A — r, din (9) şi (10), obținem relațiile simultane: 
i+r—A=z(u—r (11) 
i—r+A=+liu+r),. (12) 
Semnele minus în faţa parantezelor din relaţiile (11) şi (12) nu pot fi luate în 
considerare deoarece ele ne-ar conduce la i + îi, = A, respectiv i + i, = —A ceea 


ce evident nu este posibil. 
Luind în considerare semnul plus în faţa parantezelor din relaţiile (11) şi (12), 


se obţine: 
i—U=A—2r=r—r (13) 
i— usr. Asror (14) 


Relaţiile (13) şi (14) pot fi satisfăcute simultan numai atunci cînd i — i = 0, 
adică i = i şi în consecință r = r, 
În această situaţie 5 admite un extremum a cărui natură rezultă determinînd 


. 28 S" ; 
semnul lui — Pentru î = in; respectiv r = r,. Avem: 
l 


d?  2(n? — 1)sinr 


— as 
di? n COS i cos? r (15) 
d25 d N s4? . . e . . 
Dacă n > 1, a > O şi deci condiţia i = i, şir = r, corespunde unui unghi 8 
l A 
minim ce rezultă înlocuind condiţia în cauză în (1): 


Smin = 2imin — A (16) 
în care s-a notat i = ù = imin» 


Notîind r = n = ain rezultă din (1) r aia = 


Din legea refracției aplicată în Z în condițiile unghiului min, avem: 


sın tmin T sin z 


sin imin = n sin "min > P = T = -e (17) 
mun: sin — 
2 
Explicitînd ¿nin din (16) şi introducindu-l în (17), se obține în final; 
zii Smin + A 
n = 2? _ ~ (18) 


sin 4 
2 


4.7. O semisferă de sticlă are raza R = 5,4 cm şi indicele de refrac- 
ție n = 1,5. Suprafaţa plană care delimitează semisiera este opacă. 
Pe axa de simetrie a semisferei în exterior, este așezată o sursă puncti- 
formă de lumină. Razele luminoase trecînd prin semisferă, vor da naş- 
tere la o pată luminoasă pe suprafaţa opacă. Să se determine distanţa 
dintre sursă şi suprafaţa plană, astfel ca pata să fie de dimensiune 
minimă. Ce rază are în acest caz pata luminoasă? 


REZOLVARE 


Raza petei circulare luminoase OA = y (fig. 4.7) ce se formează pe suprafața 
opacă este determinată de razele tangente la semisferă provenite de la sursa S. 

Notăm OS = zx, OT = R şi ATÒ =r. 

Va trebui să construim o funcție y = 
= f(x). 

Aplicînd teorema sinusurilor în triun- 
ghiul OTA, avem: 


OT OA R y 


= —— I a E 
AN ~N a `: 
sin TAO sin ATỌ SIN A smr 


din care: 


sin r 

A 1) 
sin A l 
În (1), trebuie să explicităm sin r şi sin A în funcție de elementele 


cunescute din problemă. 
Avem în 7: 


Fig. 4.7. 


y= i 


e . . e T 
sin i = n sinr, iar sa 


Deci: 


sinp ad pcoa pa În EI. (2) 
n n 


În triunghiul OTA, avem: 
A =z- (r + 0); sin 4 = sin (r + 8,). 


Deci: 
sin A = sin r cos 6, + cos r sin 6, (3) 
Dar: 
2 — N2 
sin ha COS Va, (4) 
zT T 
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Înlocuind (2) şi (4) în (3), se obţine: 
sin A = ÎL (RI + VEZI). (5) 
nzr | 


Substituind (2) și (5) în (1), se obţine funcţia căutată: 
Rz 


= _ Á— L e 6 
ý RY —1 +V — Ri 6} 
Pentru a determina extremele funcției y = f(x} definită prin (6), avem: 
dy _ R? Vin — 1) (2 — R?) — R (7) 
dz Va (2 Vn2=—1 +y RY 
Punînd condiţia U ARE 0, se obţine: 
dz 
Rn 
T 3 = =. o 8 
1:2 $ n i ( ) 
i Rn Ki 
Deoarece z > 0, numai zı = —==— are sens fizic. 
Vn —1 
Pentru a stabili natura extremului funcției y = f(z) dată de z, avem: 
4 
'd2y R2z -= (= 
Pe yo nann ae AER Vesa rc Lala n2— 1 n2—1 + R) + 
z? Zece e a v ) 
+V =a) (e — RA RV i) 3y e RER — V( R) (n —1))). 
| (9) 
Înlocuind z, în (9), se obţine: 
d2y _ (n2—1)/n2=1 
(2). PA E > 0, n>i (10) 


şi deci pentru z = z, funcţia y = f(z) prezintă într-adevăr un minim a cărui 
valoare rezultă înlocuind x; în (6): 
R 


= —. (11) 
n 


Y min = 


Înlocuind valorile numerice în (8) şi (11), se obţine: 


She 45 5,4 
t! Yisa min” 45 
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4.8. O rază de lumină monocromatică pătrunde sub un anumit 
unghi de incidenţă ¿, într-o sferă transparentă care este confecţionată 
dintr-un material de indice de refracție n. Înainte de a ieşi în aer, 
raza suferă m reflexii pe suprafaţa interioară a sferei. Să se determine 
unghiul de incidenţă sub care pătrunde raza de lumină în sferă, pentru 
care unghiul ô făcut de raza emergentă față de raza incidentă (unghiul 
„de deviaţie) este minim. | 
Discuţie. Aplicaţie numerică: n = 1,6 şi m =3. 


REZOLVARE 


Unghiul de ieșire din sferă pentru 0,1,2,...,m reflexii i = 4 = = 
3 Iņ = i, în virtutea relaţiei: ` 


sin î = sin ġ} = sin dj = ce = SÌN im = sin į = n sin r (fig. 4.8). 


m (3 
Pfa n i dr PND 90 am aa a ae me e 


í 


Fig. 4.8. 


Din considerente geometrice simple (în fig. 4.8 s-a prezentat cazul m = 2 


reflexii), obținem: 
5, = 0° m + 2i — 2r(1 + 0) 


8 = fe + 2i — 2r(1 + 1) 
8a = 2m + 2i — 2r(1 + 2) 
S = m = mr + 2i — 2r(1 + m). (1) 
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Pentru a determina extremele funcţiei 5 = îţi), avem: 


di di 
Dar: 
SE ; i sin è 4 — 
sin i = n sin r = sin r = —— > cosr = —|/ R — sin? i 
n n 
Deci: 
p= cos i iii COS d di, 
n COS r V n? — sin? i 
din care: 
dr cos i 
= (3) 


di ym = sini. 
Înlocuind (3) în (2), se obţine: 


dò (1 -+ mìcas i 
b E a an 4 
di | y n? — sin? | (2) 


Punînd condiţia 2 = 0, se obține: 
t 


sic V-D, sinic Ve iefo 2]. (5) 
m{m + 2) mim + 2) 2 


Pentru a stabili natura extremului dat de (5), avem: 


d? _2(m + 1) (n? — î)sin: 9 (6) 
di? 3 


mat 
.) 
- 


(n? — sin? i) 
Înlocuind (5) în (6), se obține: 
al: RE rc yii montto, (7) 
di? (m + 1) n — 1 


Deci pentru unghiul ; dat de (5), unghiul de deviaţie 5 are un minim. 


Discuţie 


Din (5) rezultă că nu pot exista soluţii decît pentru n > 1. Deoarece cos i <1, 
tot din (5), rezultă: 
m(m -+ 2) 
sau: 
m> n— i. (8) 
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Deoarece în majoritatea cazurilor, n e [1, 2], rezultă că existența problemei 
este condiţionată de m 31. 
Înlocuind valorile numerice în (5), se obţine: 


2 — 
dsrs yii = 0,104 => i = 84058, 
3(3 + 2) 


4.9. Se dau două oglinzi concave, avind aceeaşi distanţă focală f 
şi axa comună. Să se determine distanța minimă dintre virfurile oglin- 
zilor, astfel încît imaginea unui punct luminos M de pe axa principală 
să se formeze tot în M, în urma reflexiilor razelor de lumină ce provin 
de la punctul luminos M, succesiv pe cele două oglinzi. 


REZOLVARE 
Facem notațiile (fig. 4.9): 
p= VM; p = VM 
P, = VaM’; Pi = VM; d= V,Va 


Utilizăm apoi formula oglinzilor sferice pentru cele două oglinzi, considerînd 
punctul luminos M ca obiect pentru oglinda 1 şi imaginea reală M' dată 


Fig. 4.9. 
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. de aceasta, ca obiect pentru oglinda 2, care dă o imagine tot reală ce va 


coincide cu punctul luminos (fig. 4.9): 


A RI A 
p PË f 
SE D a 
P M f 
Determinăm p în condiţiile de mai sus în funcție de d şi f: 
me Pf 
pef 
Dar: 
pP =d — p 


Din (2), rezultă: 


Înlocuind (5) în (4) şi apoi (4) în (3), se obține succesiv: | 


(da — pf _ (d — p) ld — f) — df 


p=d4— = 
d- p-f d— p-f | 
pe fila — p) (d — f) — df] _ d = 2f- pd pf) 
(a — p) (d — f) — fid — f) — fld — p) @— 3fd— pd + 2pf + f 
gau: 


(d — 2f) (pP? — pd + få) = 0. 
Deoarece d Æ 2f, este necesar ca: p? — pd + fd = 0, din care: 


d + Vaz Z aţă 
i cate aa al 


(1) 


(2) 


(3) 


(2) 


(5) 


(6) 


UR 


(8) 


Din (8) rezultă că problema este posibilă (p trebuie să fie real) în condiţia în 


care d? > 4fd = d È 4f, 
sau: 
dmin = 4f. 


4.10. Se consideră o lentilă biconvexă a cărei distanță focală este f. 
Să se arate în ce caz distanța dintre obiect şi imaginea reală ce se for- 


mează este minimă şi cit este această valoare minimă. Discuţie. 
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REZOLVARE 


Din fig. 4.10 se observă că distanţa dintre obiectul AB şi imaginea A'B' reală 
gi răsturnată este: 


D=p+p'=2f+az+y, (4) 


în care prin z s-a notat distanţa dintre obiect şi focarul Fiar prin y — distanţa 
dintre imagine şi focarul F”. 

Deoarece f = const., expresia (1) dă: 
funcţia D = f(x, y) a cărei valoare minimă 
trebuie determinată. 

Pentru aceasta mai este necesară încă 
o relaţie între z şi y ce rezultă din formula 
lentilelor: 

1 1 


1 4 4 
f eTa f 


La 


P P 


din care rezultă: 


Fig. 4.10. 


zy = f? = const. (2) 


Este evident că D este minim atunci cmd z + y este minim. 
Avînd în vedere (2), rezultă că z + y este minim atunci cînd. z = y = f. 


Deci Dmin = 4 f. . (3) 


Discuţie 


Calculul de mai sus s-a făcut în cazul în care p > f (imagine reală răsturnată). 
În cazul în care p = f (obiectul se află în focar), imaginea se formează la infinit. În 
cazul în care p < f, imaginea este virtuală şi dreaptă. 

Pentru cazul imaginii virtuale distanţa dintre obiect şi imagine este minimă în 
situaţia limită cînd obiectul este aşezat în centrul optic al lentilei (imaginea se supra- 
pune peste obiect), astfel că în acest caz Dmin = 0. 

În concluzie putem scrie că pentru imaginea reală și virtuală din lentila con- 
vergentă, avem: | îi 

maz(Dmin) = 4f. 


4.11. Două lentile convergente L, şi L, avind distanțele focale 
fı = 20 cm şi fa = 10 cm se găsesc la distanţe d = 50 cm una faţă de 
alta. Între cele două lentile se așază o a treia lentilă L, cu distanţa 
focală f, = 5 cm care se poate deplasa între lentilele L, şi L}. În stinga 
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lentilei , pe axa comună la p, = 60 cm se află un obiect punctual 0. 
Se cere a se determina poziţia lui L, pentru care imaginea obiectului O 
se va forma la distanța maximă de L. Care este valoarea acestei 
distanțe maxime? 


REZOLVARE 


Distanţa pa de la centrul optic al lentilei Z, la imaginea obiectului punctual 
rezultă din formula lentilelor subţiri: 


4 Jet aie ra de cinta a 200 20. e pt ile 
Pı Pi fı Pı— hı 60 — 20 


Imaginea obiectului punctual dată de L, devine obiect pentru lentila L, situată 
între L, şi L, şi anume la distanța z de L,. 


Avem: 
SP Mie beu, 
P3 p3 fz ' 
în care: 
P, = £ — pi = z — 30. 
Deci: 
n Ph _ — tz — 30) 


Ps — fa z — 35 
Imaginea dată de Z, devine obiect pentru lentila £,. 


Avem: 

pi ai 

Pa p2 E fa 

in care: 
. 5(z — 30) 80z — zx? — 1600 
P: = d — xz — p; = 50 — CNE r e m a 
Deci distanța imaginii date de Z, faţă de centrul optic al acesteia este: 
j a __Pofa _ 22 10(80z — z? — 1600) , 
Po — fa 70z — x? — 1250 


Pentru a determina extremele funcţiei pa = f(x), avem: 


dp? _ 10.240 — 2)(70z — a? — 1250) — 2(35 — z)(802 — z? — 1600). _ 
dz (702 — z? — 1250)2 
2.7 
sită se Oz + 1200. 


(702 — z? — 1250)? 
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Făcînd fpe = 0, se obţine ecuaţia 22 — 70x + 1200 = 0, ale cărei rădăcini 
T 


sint z, = 40 cm şi z, = 30 cm. 
Pentru a stabili natura extremelor funcţiei ps = f(x), calculăm derivata de or- 
dinul doi a acestei funcţii. 


Avem: 
d?p2 L 400 + 22-—-35)(70—22—1250)—14(35—)(70—22—1250)(2%—702-+1200) _ 
dz? (70x — z? — 1250} 


(z — 35)(22 — 702 + 1150) 
(702 — z? — 1250) 


= 200* 


TA i 
Pentru z = z, = 40 cm, se obține Spa = 0,4 > 0 şi deci p2 = f(x) pre- 


zintă un minim iar pentru z = z, = 30 cm, se obţine = — 04 <0 şi 


d2pa 
dz 
deci p2 = f(x) prezintă un maxim. 

Introducînd valorile z, şi z, în expresia lui p2, se obține cu ușurință p2 = 
= 0(minim) şi respectiv pə = 20 cm (maxim). 


4.12. Puterea separatoare a ochiului normal fiind 6 = 2, să se 
determine distanţa minimă între două puncte vecine pe care ochiul le 
poate separa, observîndu-le printr-o lupă cu convergenţa C = 50 diop- 
trii. Distanţa minimă a vederii clare se consideră dm = 15 cm. Discuţie. 


REZOLVARE 


Aşa după cum se ştie lupa este o lentilă convergentă la care obiectul se află 
între marginea ei şi focar (fig. 4.12, a), astfel încit imaginea este virtuală, dreaptă şi 
mai mare ca obiectul. 

Ochiul plasat în O (fig. 4.12,b) vede imaginea virtuală AB a obiectului AB sub 


unghiul a dat de tg a = i « Dacă OA’ > dm putem aproxima tg a = a = 


A'B' 


— o. 
—— | 


OA' 
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Cele două puncte extreme A” şi B’ pot fi percepute dinstinct, în condiția în care 

avem: 
A'B' 

= —— > p => A'B' > B-O0A4, 1 

Be Sr >B B | E ) 


R 
V 


Pentru a determina AB, considerăm asemănarea triunghiurilor dreptun- 
ghice F'A'B' şi P'C.I (fig. 4.12, a). Avem: 


A'B' KFA’ 


22 > Ls AP = 
CI FC 
_ CI FA ABFA (2) 
= FC f 
Înlocuind (2) în (1), se obţine: i | 
AB: PAS ` a OA 


0A’ = AR > — = 
>p >P | 


FA + OF'N 
2 i aaa 


F'A' 
sau: 
„OP! 
4B)mia = pfi + SE] = Efa LEN, 
AAR r[ ui a) C a ra] 
Fig. 4.12. (8) 
Discuţie 
Sint posibile următoarele cazuri: = 
a) Ochiul se află în focarul F’, OF’ = 0 şi deci: z 
(4AB)min = ff = B I = 11,63 um. 
C 5400.-50 


b) Obiectul AB se află în focarul F, adică A'F’ = i şi deci şi în aeest caz 
(AB)min = B° f = 11,63 um. ' 


c) Ochiul se află între F” şi C, adică OF’ < 0 şi ded: l e, 

(4 B)min = Efa z a] — Efa E)E] EA OEE E E 
C EFA’ C FO + OA' C OA’ 
| 1 +70 


Ochiul se poate deplasa din F” în C şi deci F'O poate creşte de la 0 la f = 


= = = = 2 *10"2 m = 2 cm. Distanţa OA’ poate varia între dm = 15 cm gi 
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La 


infinit. Pentru o valoare dată a lui OA’ raportul GA descrește regulat de la 


F'O 


este 


infinit la A , cînd F'O creşte de la 0 la 2 cm. Minimul raportului o7 
dm 


deci Py = 7,5 cm, valoare obținută cînd OA’ = dm = 15 cm. 


Ochiul se află atunci pe lentilă. În acest caz: 


(4 B)ain = di — ea) RE. a ad ' ga | ~ 10,26 um. 
| + 


„O'A 5400 * 50 4 4 19 
F'O 2 


4.13. Un ochi miop are punctul remotum la distanța Dm = 441 cm 
iar punctul proximum la distanţa d, = 16 cm. 

Pentru a corecta miopia, în fața ochiului se plasează o lentilă diver- 
gentă la distanța ? = 1 cm faţă de centrul optic al acestuia. 

Care este în acest caz distanța minimă a vederii clare? 


REZOLVARE 


Pentru corecția miopiei, amplasînd lentila divergentă L, (fig. 4.13) la distanța Z 
de centrul. optic O al ochiului, se observă că distanța focală f = O,F1 a acestei 
lentile trebuie să fie egală cu distanța de la centrul optic O, la punctul remotum 
al ochiului. 


Deci: 
f= Dm—l (1) 
Față de L, punctul proximum se află la distanța: 
= dm — l (2) 


Notind cu p’ distanţa pînă la L a 
imaginii punctului proximum în această 


lentilă (imagine virtuală), conform for- 
mulei lentilelor avem: 


_ Dm- m — 0). 
= Dada Fig. 4.13. 


Faţă de ochi, imaginea punctului proximum se va afla la distanţa: 


dm= p +1 a (Dm — (dm — 2) 
Dm — dm 


+1, (4) 
care reprezintă distanța minimă a vederii clare în acest caz. 
Înlocuind valorile numerice în (4), se obține: 
(41 — 1)(16 — 1) 


dm = —— O + 1 = 25 cm, 
j 41 — 16 


E 


4.14. O cameră cubică are suprafața de bază S. Unde trebuie aşe- 
zată o lampă punctiflormă pe verticala din mijlocul camerei, pentru ca 
iluminarea în colţurile camerei să fie maximă? Care este valoarea 
iluminării maxime dacă pe direcţia colțurilor camerei lampa are inten- 
sitatea luminoasă I? 


REZOLVARE 


Latura camerei este Z = |//5 (fig. 4.14). În colţurile de jos iluminarea are 
valoarea: 


porsi 4) 
în care 
2 2 9 
A Sola si. cos pa 22. (2) 
2 VE + 2r? 
Înlocuind (2) în (1), se obţine: 
e fii x e [0, Je (3) 
(22 + 222)? 
Pentru a determina maximul funcţiei E = 
= f(x), avem: 
dE 2y 2 — az? 
s a = 2 20(P — 4a?) să ) i (4) 
Fig, 4.14. 7 (12 + 222)? 
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Punind condiţia = = 0, se obține: 
z 


Tig = + 2 ° (5) 


Evident soluția cu sens fizic este z, = Že Se verifică uşor că pentru z< 


< A a > 0, iar pentru z> eR da < 0 şi deci pentru z = L funcția 
2 dz 2 dz 2 


E = f(x) admite un maxim a cărui valoare este: 


4I 4I 


Emas = — 5 


3y 3E 3/35" (6) 


4.15. Două surse de lumină punctiforme de intensităţi 7, și res- 
pectiv /, sint situate la o distanţă d. Să se determine punctul de pe 
dreapta ce unește cele două surse care are iluminarea minimă și să se 
precizeze mărimea acestei iluminări. Să se particularizeze problema 
pentru cazul în care [4 = = 1L. | | 


REZOLVARE 


Presupunem că punctul căutat este P (fig. 4.15). 
Iluminarea acestui punct este: 


I I 
E = = 2 —, zel[0, d]. 
A a zi [0, d] (1) 
Pentru determinarea extremelor funcției E = f(z), avem: 
iaa Farar a (2) 
dz ză (d — zx)? i ă 
sau: 
LL —___P IE PERENE 
1 zi ha d-e P POE E Lo S, 
MOREE LAOR ao F 
VU + PY Fig. 4.15. 
225 


15 — Probleme de limită şi extrem în fizică 


Pentru a determina natura extremului, avem: 


aE I I 
= 6|- TD E și 4 
dr? E + (d A z] (3) 


Deci derivata a doua a funcției E = î() este pozitivă pentru orice valoare a 
lui æ inclusiv cea dată de (3). 

Deci punctul cu iluminarea minimă se găsește la o distanţă de sursa S, egală 
cu z dat de (3). 

- Înlocuind (3) în (1), se -obține Binin 

După uncle transformări se obține: 


3T i 3/F\3 
Emin = (Vl t Vl). (5) 


4.16. O sursă punctiformă! de lumină de intensitate 7, descrie un 
cerc de rază R în mișcare uniformă. Punctul A de pe diametru se află 


la distanţa = de centrul cercului. 


La care poziţie a sursei de lumină va fi maximă iluminarea punc- 
tului A? 


REZOLVARE 


Să presupunem că M(z,y) ar fi 
poziţia sursei de lumină pentru care 
iluminarea punctului A ar fi maximă 
(fig. 4.16). 

Iluminarea punctului A este: 


aara 
— 


* COS Q. (1) 


Dar: 
MA? = M,4? + MMi = 


Z E 2 ) +y. (2) 


Fig. 4.16. 
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sua ai cercului cu centrul în O (traiectoria. sursei de atat) ie este: 
z? + y? = R =y = R2 — E, | bă că AI Sh, i L8) 
Înlocuind (3) în (2), se obține: EE 


MA: = (2 e z) + R == (5R — 4a) (4) 
E - — 
onan MMi ao Vf ai za ae ee, z e (5) 


MA y a (SR — ha) V RIR = az) 


Substituind. ză şi (5) în (1), se obţine: 


A eh 06) 
[RI5R — az)? cal 


E = 


Pentru a determina extremele funcţiei ' E = f(z), avem: 
dE 87. 6( R — z2) — z(5R — 4z) 


e =0 (9) 
dz . 3 > | | eu i 
R?  (R2— ză (5R — hx)? 
din care rezultă: . a | 
—22? — 5Rz + 6R2=.0. © (8) 


Rezolvind ecuația (7), se obține: 


54V” p 


Tin = 


= Este evident că numai soluția x, are sens fizic, deoarece jz2| > R ar însemna ca 
sursa de lumină să se afle în afara periteriei cercului de rază R. 
“Deci: 


n= FSE n 0,086 R. 0) 
Înlocuind (9) în (3), rezultă: 


Visa = + a V 10 /73 — 82 = + 0,462 R. (10) 


Deci poziția căutată a sursei de lumină este M(0,886 R, +0,462 R). 

Studiind semnul trinomului de la numărătorul expresiei (7) care este dat de 
(8), se constată că pentru 0 < z < 0,886 R, derivata = > 0, iar pentru z > 
; | p 
> 0,886 R, această derivată este negativă. Rezultă că pentru z dat (9),iluminarea 
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punctului A este maximă iar sursa de lumină are două poziţii simetrice în acest caz: 
M(0,886 R, 0,462 R) şi M'(0,886 R, — 0,462 R). Iluminarea maximă a punctului 
A rezultă prin înlocuirea (9) în (6): 


/10y/33 — 82 
21 V 10/73 — 82 2 oa, 


Emar = 
R Vio- Va a 


4.17. Un mobil de dimensiuni neglijabile se află în punctul A pe o 
suprafață orizontală la distanța D de un alt punct B aflat pe aceeași 
suprafață şi în care se află un izvor punctilorm de lumină. 

Izvorul punctiform de lumină şi mobilul se pun în mișcare simultan 
cu aceeași viteză constantă v. Izvorul punctiform de lumină se depla- 
sează în sus pe direcţia verticală din B iar mobilul se deplasează pe 
direcţia orizontală de la A către B. Să se compare mărimea timpului 
la care distanţa dintre mobil şi izvorul punctiform de lumină este mi- 
nimă cu mărimea timpului la care iluminarea mobilului este maximă. 

Se precizează că intensitatea luminoasă a izvorului punctiform de 
lumină este constantă pe toate direcţiile şi are valoarea J. 


REZOLVARE 


1) Se determină timpul la care distanţa dintre mobil şi izvorul e lumină este 
minimă. 

Presupunem că la un moment dat mobilul se află în C iar izvorul punctiform 
în D (fig. 4.17). 
Evident avem: 


AC = BD =t 


CD? = $ = (D — vt)? + ve = 2v? — 2vDt + D?, 


= [o z] : (1) 


Din expresia (1) ce dă distanța s, observăm că 
Fig. 4.17. minimul acesteia se poate determina din considerentul 
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că minimul trinomului 292:2 — 2yDt + D? are loc atunci cînd: 


E) 
E PRR, i, E E E a (2) 
.2 hui v 


în care t, şi t sînt rădăcinile trinomului în cauză. 
2) Iluminarea mobilului la un moment oarecare, este: 
N enca ERA ae a s i e (0, 00) e (3) 
s2 si 3 
[(D — vi)? + veJ” 


Pentru determinarea extremelor funcției E = f(t) explicitată prin (3), avem 
succesiv: € 
dE _ Ivļ—iw + vDt + D») 


di D 
[(D — vi)? + v? 


(4) 


E istes EVD: n = 0,64 Z. (5) 
di 8v V 


Soluția cu sens fizic este 4. Studiindu-se semnul trinomului de la numitorul 
expresiei (4), se constată uşor că: | 


— dacă t< i» ER) 
t 


— dacă î> ti = Eca. 


Deci pentru t = î, funcția E = f(t) prezintă într-adevăr un maxim. 
Comparind (2) cu )5) se observă că 4 > t* şi că: 
0,64 


i, zZz se ta tai :*, 


4.18. Să se determine pozițiile franjelor întunecate (minime) şi 
luminoase (maxime) obținute cu ajutorul interferometrului Young 
(fig. 4.18, a), în cazul în care distanța D de la planul celor două fante 
la ecran este mult mai mare decit distanța } între cele două fante. 
Care este mărimea interfranjei? 
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REZOLVARE 


' Notind cu z distanţa ce la punctul M (din planul ecranului de obser- 
vaţie E) în care se produce interferența, la planul perpendicular pe direcția fan- 
telor în care se află sursele S, şi Sa trecînd prin axa de simetrie a interfero». 
metrului (fig. 4.18, b), | 


avem: 


| Diferenţa de drum optic între cele 
două raze, este: 


A = SM —SM=n"—nu= 


= V+ (2+ 3)’ — 
-yr +(2- z) (1) 


Deoarece D > l= D > z, se poate 
utiliza aproximația: 


Fig. 4.18. 


Rezultă: az Di +l +t) m 1- (2-3) = 2 (3) 
2D? 2D? 2 


Maximile (franjele luminoase) şi respectiv minimile (franjele întunecate) de 
ordinul k, au loc atunci cînd: 


lx 
A= ns pis s D (4) 
A _ lar D A, 
SERE g= pa nRT (5} 
Valoarea interfranjei este: 
E Pe ` | . Fi i AD l 
= TaT RRT . (6). 


4.19. Un dispozitiv Young cu trei fante F,, F, și F3 (F, este situată ' 
pe axul de simetrie al dispozitivului) echidistante (F, Fa = FF; = a) 
primește lumină monocromatică paralelă, cu lungimea. de undă ?. 
Franjele de interferență se captează pe un ecran E aşezat la distanţa D 
față de paravanul cu fante. 

Să se determine maximile şi minimele sn intensității luminoase 
pe ecran în funcție de distanța z față de centrul său. Se presupune 

> a, 


REZOLVARE 


Diferenţa de drum între oscilaţiile 
generate de două fante consecutive (fig. 4.19) 
are valoarea: 


z 
D (1) 


A=a 


Fanta sursă F, prezintă faţa de F, un 


defazaj înainte cu p= pe cînd fanta Fig. 4.19. 


zA pa 
—-. Prin urmare 
A 


sursă F, prezintă faţă de F, un defazaj în urmă cu 9 = 


în M, interferă oscilațiile: 


Yy, = a cos (ot + ọ) SA (2) 
Ya = a COS ot | LI (3) 
| i pl final De 


Oscilaţia rezultantă în M va fi: 


y = A COS ot = kat a: (5) 
Dar: 
Yı + Ye + Ys = a[cos (wt + e) + cos (wt — e) + cosat] = a(1 + 2 cos p) cos wt = 


=a [s — 4 sin? 2] cos wt. 
Deci amplitudinea oscilaţiei rezultante .în M este: 


AE a (3 — & sinë 2), | B o i | 6) 
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în care: 


p = ALi, (7) 
A 2D 

Deoarece / ~ A?, avem: 
I=, k — 4 sin 2) š (8) 


Este uşor de observat că pentru P = 2kn obținem 7 = 91, 
Acestea sint maxime principale. Ele apar în pozițiile 


zp = —, a! e E see 
a 


Pentru ọ = (2k + 1)m obținem maxime secundare cu / = I, plasate în 


pozițiile zs = 22 (x $ z): 
a 2 


A 1 3 SRo & 7 
În sfîrșit, pentru cos ọ = — - adică pentru ọ = z şi p= J pEe[0, 27), 
obținem minime nule. 


% 
Ele sint plasate la zm = ad şi — » pE [0, 27}. 
i 3a 3 a 


OBSERVAȚII: a) Distanţa între două maxime principale (interfranja) are 


aceeași valoare a ca şi cînd am avea doar două fante cu distanța a între ele. 
a 


b) În enunţul problemei se consideră că cele trei fante au aceeaşi lărgime. 
În caz contrar în expresiile (4), (5) şi (6) ar fi trebuit să fie considerate amplitudini 


m; a Şi a, diferite, 


4.20. Cu ajutorul unei lentile planconvexe cu raza de curbură R 
“foarte mare, aşezată pe o placă de sticlă perfect plană se obţin, în 
lumină monocromatică, franje de interferență de egală grosime, locali- 
zate (inelele lui Newton), care pot fi observate în reflexie, cu ajutorul 
mnei lunete. Știind că unghiul de incidenţă al fasciculului de lumină 
“paralelă, de lungime de undă à este č, să se determine diametrul inelului 
intunecat de ordin de interferenţă m. 
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REZOLVARE 


Se poate considera spaţiul dintre placă și lentilă (pana de aer) ca o placă 
subţire de grosime AB = CD = l (fig. 4.20), în care razele pătrund sub unghiul 
de incidenţă i şi se reflectă la suprafaţa plăcii de sticlă sub același unghi (raza 
de curbură R este foarte mare). 

Se observă că: 


CB? = DA? = P = OC? — OB? = R —{(R — 1} = (2R — D). 
Deoarece 2R > l, rezultă că putem admite: 0 


Panola 4) 
2R 


Întrucît pierderea de semiundă are loc la 
reflexia pe suprafaţa de separație a stratului de 
aer cu faţa de sticlă, semiunda se va lua cu semnul 
plus, astfel că diferenţa de drum optic fiind vorba 
de o lamă de aer (n = 1), este: 


A = 2l cosi + Z. (2) Fig. 4.20. 
Condiția de a se obține un minim (inel întunecat) fiind 


A = (2k +12 k = 1, 2, 3, «=, avem 


2l cos +a = (2k + 4) =, 


sau: 
A 
id (3) 
Comparind (1) cu (3) şi explicitind r (raza inelului întunecat), se obţine: 
r = VhkRi seci, k = 1,2, 3, a. (4) 
care reprezintă o formulă generală. 
Diametrul inelului întunecat de ordin m, dm = 2rm, va fi deci: 
dm = 2V mRĂ sec i. (5) 
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16 — Probleme de limită și extrem în fizică 


4.21. Care este ordinul maxim al spectrului ce poate fi privit în 
cazul difracției luminii cu A = 5 000 Å, pe o reţea de difracție avind 
N = 200 trăsături pe 1 cm? 


REZOLVARE 


Din condiţia de obţinere a unui maxim de difracție, avem: 


o EAA a E A (4) 
N NA 
Din (1) rezultă că: 
1 
k = = 90°. . 2 
mar = m? (2) 


Înlocuind valorile numerice în (2) se obţine: 


1 


— = 100. 
200 * 5000 ° 1078 . 


kmax = 


4.22. O peliculă de săpun este iluminată cu o radiație monocro- 
 matică cu lungimea de undă à = 7500 Å. Care este grosimea minimă 
pe care o poate avea pelicula, ca să mai apară franje de interferență 
în reflexie, dacă indicele său de refracție este n = 1,3, iar pelicula 
se află în aer? 


REZOLVARE 


Pelicula de săpun se poate considera drept o lamă subțire cu fețele paralele. 
Pentru a apare primul maxim de interferență în reflexic, este necesar ca: 


A = 2nd cos r— = A (1) 


în câre A este diferența de drum optic între două raze paralele monocromatice. 
care iluminează pelicula de săpun de grosime d. 
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Explicitind din (1) grosimea d, avem: 


d = 2—1 (2) 
2 2n cosr 


şi deci: 
dmin = Z >» pentru r = 0°, adică pentru cazul în care razele monocromatice 
n 


cad perpendicular pe pelicula de săpun. 


4.23. Într-o experiență de interferență cu oglinda Lloyd (fig. 4.23), 
sursa de lumină monocromatică, prevăzută cu o fantă de lungime s 
reglabilă, este aşezată la distanța k = 5 cm de oglinda plană și la dis- 
tanța D = 1 m de ecranul pe care se observă franjele de interferență. 
Să se evalueze lărgimea maximă a fantei pentru care pe ecran se mai 
pot observa N = 40 franje de interferență. 


REZOLVARE 


Pe ecranul de observație se suprapun sisteme de franje de interferență datorate 
perechilor de surse coerente a şi a’, ... S şi $',...b şib’ (fig. 4.23). Pentru a putea 
observa N franje este necesar ca distanța între franja de ordinul N corespunzînd celor 
mai apropiate surse coerente (b șib”) şi franja de acelaşi ordin corespunzînd celor mai 
depărtate surse coerente (a şi a”) să nu - 


depăşească E din valoarea medie a in- 


tertranjei: 


La limită obţinem: 
N t d 
. (2h — smax 2h + Smax) 4h” 


din care se obține ecuația de gra- 
dul doi: 


smar + 8hNsmax — 4k? = 0. (2) Fig. 4.23. 
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Soluţiile ecuaţiei (2) sînt: 


Smax, , = —AhN + 2h Vâ +1. (3) 
Evident numai Smax, este soluţia cu sens fizic astfel că avem în final: 
Smax = 2h (4N? +1 — 2 N). (4) 


Înlocuind valorile numerice în (4), se obține: 


Smax = 2* 5*10"2(//4 1600 + 1 — 2°40) œ 6,75:10"4 m = 0,675 mm. 


4.24. Limita spre roşu a efectului fotoelectric la potasiu corespunde 
lungimii de undă A = 5 770 Å. Care este energia minimă a unei cuante, 
exprimată în electronvolţi, care are energie suficientă pentru a pro- 
duce efect fotoelectric la acest metal? 


REZOLVARE 
Notind cu Wmin energia minimă căutată, avem: 


. 8 
== 6,6 ° 40734 ° a O o 
Amax 5,570-10%.10"10 


Wmin = h’ fmin = k 


e 6.25 < 1038 œ 2.15 eV. 


4.25. O placă plană de zinc, aflindu-se în vid, este iradiată cu o 
radiaţie avind un spectru continuu a cărui limită înspre lungimile de 
undă mici este de 3 - 10-8 m. Să se determine pînă la ce distanţă maximă 
de suprafaţa plăcii se va putea deplasa un fotoelectron, dacă în afara 
plăcii există un cimp electric omogen de frînare avind intensitatea 
egală cu 10 V/cm. Se cunoaște lucrul de ieșire la zinc Wies = 3,74 eV. 
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REZOLVARE 


Energia cinetică a fotoelectronilor va fi consumată la deplasarea electronilor în 
cîmpul electric de îrînare. 
Lucrul mecanic efectuat de un electron în cimpul de îrinare E este dat de relaţia: 


L = Fz = eEz (1) 


în care x este distanţa parcursă de electron și care rezultă din (1): 


pr (2) 
Tinind seama că: 


2 c 
L = W, = M = MEPE a S W ieg» 


Şi că Amin = 3° 1078 m, avem: 


4 c 
Laa = — f Rk. — Wiesl. | 3) 
max eF | dia ies) ( 


Înlocuind valorile numerice în (3), se obţine: 
4 3 * 108 3,74 * 10-18 
tax E as capi 9 a Laa 
1,6 * 10"19 -10°10 3 ° 1078 6,25 
7 3,76 ° 102 m = 3,76 cm. 


(s. - 40-34 + 


4.26. Se consideră o bilă de wolfram, în stare neutră, care se află în 
vid departe de alte corpuri care ar putea să o electrizeze prin influenţă. 
Asupra acestei bile se îndreaptă un fascicul de lumină monocromatică 
ultravioletă, de lungime de undă A = 1 850 Å, provenit de la o lampă 
cu mercur. Prin pierderea fotoelectronilor, bila se va încărca electric. 
Să se determine potenţialul maxim la care se poate încărca bila, dacă 
lucrul de ieșire pentru wolfram este de 4,50 eV. 


REZOLVARE 


Energia ce se consumă pentru încărcarea electrică a bilei este egală cu energia 
cinetică a fotoelectronilor ce pleacă de pe bilă. 
Avem: 


2 
eta = e * Umar. (1) 
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2 
PIE poe if N E 2) 

2 A 

Comparind (1) cu (2) şi explicitind Umax, avem: 
c 

h .—— ieg 

Umax = ——————. (3) 
e . 


Înlocuind valorile numerice în (3), se obţine: 


. 8 5 e : NIR 
Dos men 85 s E -1 e 
Umax = 6, x 1,75 V. 
1,6 + 40729 


4.27. O sferă metalică de raza R este iluminată cu lumină mono- 
cromatică de lungime de undă A. Sub acţiunea luminii sfera emite 
electroni. Cunoscind că pragul fotoelectric corespunde lungimii de undă 
Ap, Să se arate că la un moment dat emisia de fotoelectroni de pe sferă 
încetează şi să se determine numărul maxim de fotoelectroni pe care îi 
poate emite sfera. 


REZOLVARE 


În urma iluminării sfera emite fotoelectroni, încărcîndu-se pozitiv. Dacă q este 
sarcina pozitivă a sferei, potenţialul ei va fi: 


Van) = ui 2 | 4 
(R) TR (1) 


3 
şi dacă energia cinetică a fotoelectronului, s este mai mică decît eV(R), 


fotoelectronul nu mai poate părăsi sfera. 
Dacă 1 este lungimea de undă a radiației incidente, atunci: 
he f = Wieg + We 


adică: 


E Su (2) 


Dacă g este sarcina maximă pozitivă de pe sferă, atunci: 
e? 


aR (3) 


mu ae DIE aa MORAR Ce a 
— = eV (R) Serah =e ancofi max 


2 
Explicitind W, = ra din (2) şi înlocuind valoarea obținută în (3), se găsește: 


din care: 
&reg Rhe(dp — 2) _ &nepRhe A? 


A 
"mar = AAE? Ae? (4) 


4.28. Se consideră un fascicul de lumină albă care cade pe o reţea 
de difracție. Este posibil ca maximul de ordinul 1 și cel de ordinul 2 
să se suprapună la diferite à, știind că radiaţiei roşii îi corespunde 
>. = 0,7 um, iar radiației violet As = 0,4 um? Depinde acest uomi 
de tipul rețelei? 


REZOLVARE 


Aplicînd legea fenomenului de difracție pentru ordinul 1 atît pentru radiația 
roşie cît şi pentru radiația violet, avem: 


sin Piv sin Pır 
A Z e] FI A = a e 4 
> ON "N (1) 
Deoarece àr > ày, rezultă că: 
sin Pr > Sin Piv > Pr > Piv (2) 


adică radiația roşie se difractă mai pronunțat decit radiația violet. 
Pentru a se obține suprapunerea, am putea presupune posibilă suprapunerea 
maximului de ordin 1 al radiaţiei roşii peste maximul de ordin 2 al radiaţiei violet, 
Ar trebui deci îndeplinită condiţia: 


Pir = Pav > SİN Pır = Sin Pyy (3) 
ceea ce presupune: 
EE sin Pr. na sin Pav 
N 2N 
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adică: 
Ar = 2y. (4) 
Condiţia (4) evident nu se poate îndeplini în realitate deoarece Ap < 27, şi deci 


suprapunerea nu este posibilă. Această condiţie nu depinde de NÑ şi prin urmare nu 
depinde de tipul reţelei. 


4.29. O suprafaţă de platină și una de cesiu, aflate în vid, sînt ilu- 
minate cu radiaţia de rezonanţă a calciului, care are lungimea de undă 
à = 4227 Å. Să se găsească viteza maximă de deplasare a fotoelectro- 
nilor în cele două cazuri, știind că lucrul de ieşire la cesiu este Wi = 
= 1,89 eV, iar la platină Wu = 5,29 eV. 


REZOLVARE 
Utilizînd relaţia lui Einstein pentru efect fotoelectric, avem: 
2 
hf PP + Wies (4) 
din care rezultă: | 
Zik- f — Wieg) 
Una = 2i i | (2) 
Ținînd seama că: 
c c 
f f A l 
relația (2), devine: 
Umas ~ (4) 


Înlocuind valorile numerice în (4) pentru cesiu şi platină se obţine: 


66-10-24 o cp _ 1,89 m 
4,927 +403 +4071 6,25 aii 
Vmax 0. aa aa => 6 ° 105 m/s. 
. -j4 . -13 
6,6 -10 aaa 19529240 
P _ 4,227 + 103 40-10 625 Joms 
PESES 9,1 -40731 E 


(placa de platină nu emite fotoelectroni). 
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4.30. Două radiaţii luminoase avind lungimile de undă à, = 6250 Å 
și às =4166 Å cad normal pe o reţea de difracție. Se cere să se 
calculeze: a) numărul | de fante pe unitatea de lungime (1 mm) a 
reţelei astfel ca maximele celor două radiaţii să coincidă în direcţia 


p == b) alte unghiuri ọ pentru care maximele celor două radiaţii 


coincid din nou; c) ordinul de difracție maxim ce se poate obţine 
pentru fiecare radiaţie; d) dacă radiaţiile cad pe suprafața unui metal 
avind lucrul de extracţie pentru efectul fotoelectric W; = 4,75 - 10 J, 
să se determine potenţialele de frînare pentru cele două radiaţii și să se 
discute rezultatele. 


REZOLVARE 
a) Cu notaţiile obişnuite avem: 
“ne pese he k (1) 
d sın ọ = ka Ap d d 
De asemenea avem: A 
hM = kh A a 2, (2) 
a di 
Numeric rezultă: 
9 
Aa ue 000 cc E aaa e ac e dl ec a 8 
kı 4166 2 
Din (4) rezultă d = k, — și deci: 
sin ọ 
Nd = iste a Doua VAD anca 4 * 105 fante/m = 
d Rad O92*6,25*1077 


= 4.10? fante/mm. 


b) Reluînd raportul z = 1,5, putem scrie: 
1 


EBA cea 0 a ae ki = 4. 
kı z 
Potrivit (1), avem: 
Li 2 i 4 
sing = ke m pi i = Esi tina 
d da i 2 2 
kı 
sin ọ 


Deci: g = =. 


c) Ordinul de difracție maxim ce se poate obține pentru fiecare radiație, 
este: 


N 


d sin max d. 
à = ——— => kh max = — sin Pmax = 4 
kı max 1 
d sin 9max d. 
ka max 2 


d) Potenţialele de frìinare pentru cele două radiații sînt: 


he Wi 3 -408° 6,6 103 4,73 * 10-19 
pi ARE EERO n 00 POE ANEI IE RI AN Rn SIR RR ERPE În A 
te e —O1,6*10"19:6,25:107  1,6°10! 
y, he. __ Wies _ _8"109:6,6-10-34 4,7504079 
T eha e 1,6 * 10719 -4,166 -10°77 1,6107» 


Deci 1, > 2prag și old urmare efectul fotoelectric nu se produce. Se observă 
însă că à, = iprag(U = 0) şi deci à, corespunde pragului. 


4.31. Între armăturile circulare de rază R a unui condensator plan, 
se află un mic grăunte metalic. El se află în planul median, la capătul 
unui diametru. Ce valoare maximă trebuie să aibă lungimea de undă à 
a unei radiaţii incidente, pentru ca fotoelectronul emis de grăuntele 
metalic să poată ieși dintre armăturile condensatorului? Cimpul electric 
este E, iar distanța dintre armături d (se neglijează reculul grăuntelui 
Şi se consideră că fatonul incident vine paralel cu armăturile condenda: 
torului). Discuţie. 


REZOLVARE 


Ecuațiile parametrice ale mişcării fotoelectronului emis de grăuntele metalic 
faţă de sistemul zOy (fig. 4.31) sint: 


T= Vol (1) 
aA 

Zm = 2, 9 

y > l (2} 


Dar: 
ma = Esa= 2 E (3) 


m 
Introducind (3) în (2) şi apoi eliminînd timpul ż dintre cele două ecuații 
parametrice, se obţine ecuaţia traiectoriei foto- 
electronului: 


y 
E š 
3 (4) | 9 
mo è vo 
Pe de altă parte însă avem: E ee | 
2 o y = 


mvo 
2 


c 
=h- Wies 212 = 


— 2 c e S Ca 
= n (12 a Wies) (5) Fig. 4.81. 
Înlocuind (5) în (4), se obține: 
Ex? 
jami (6) 


d Lă 2 — Wies) 


Pentru ca fotoelectronul să poată ieşi dintre armături (z = 2R) este necesar ca 


y < = şi deci: 


eE R? d hcd 


h -£ — Wies SaS Wist ER (7} 
Deci: 
otet să eu ji 
Wia (1 + Ewa) 
Discuţie: | 


Este uşor de remarcat din (7) că: 


he 
A E egire» (9); 


2eE R? 
Wies [1 + 
= ( d- W ieş ) 


Pe de altă parte pentru ca efectul fotoelectric să se producă este necesar ca: 


c 


c 
f > fprag > x > = À S prag- 


Aprag 
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h 
h * fpraz = Wieg = Apra = : 
ies 
şi deci: 
he _ N (10) 
sS Wis = Aprag: 
Comparînd (9) cu (10) rezultă: 
Amax = Meşire = Apan ° (11) 
2eE R? 
1+- 
dW ieg 


Prin urmare 


Amax = Àiegire < Aprag. 


4.32. Un microscop electronic poate distinge separat două puncte 
situate la distanța d dacă această distanță satisface condiția d > ~, 


unde à este lungimea de undă Broglie a electronilor iar A o constantă 
a aparatului (numită apertură numerică). Cunoscîad că tensiunea de 
accelerare a electronilor este U = 100 kV şi că A = 0,15, să se deter- 
Inine relativist valoarea minimă a lui d. 


REZOLVARE 


Impulsul relativist al electronului este: 


MoV 


S în 1 
tene (1) 
iar lungimea de undă: 

y= $ m A O e, (2) 

P Mov 

Energia cinetică a electronului se determină din relația: 

Mec? n 
eR M = eU 3 
Vi — vje o i (3) 
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din care determinăm viteza electronului v: 


VI) 


eUjm + 1 


. (4} 


Înlocuind (4) în (2), se obține: 
ree at ia ana de a etate (5) 
me  V/2(eU/moc) *V/î + eU/2moc: 
Deoarece în cazul de faţă eU/2mec2 < 1, se poate face aproximația: 
ÎN. e a PR, 1 (6) 
V1+eUj2moct 1 + eUjmect 4m 
Ținînd seama de (6), expresia lungimii de undă dată de (5) devine: 


h eU 
a x —— |1 — ; (7} 
V 2m,eU ( Sei 
Introducînd valoarea lungimii de undă dată de (7) în relaţia dată în enunţul 
problemei se obţine: 
h eU 
— = |1 — — 8 
7 2AV 2m eU ( A (8) 
şi deci: A 
h eU 
ii 2A 2meU ae) (9) 


Înlocuind valorile numerice în (9), se obține dmin % 0,12 À. 
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